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يعتبر موضوع الطرق العدديّة من أهم المواضيع في الرياضيات التطبيقية؛ 
وذلك لكونها وسيلة فعالة في حل المسائل الرياضية التي تواجه المهندس والباحث 
العلمي . 


وقد أضفى اختراع الجحاسوب صبغة خاصة هذا الفرع من فروع 
الرياضيات» وذلك لقيام هذه الآلة بالدور الحسابي الروتيني - الذي هو عادة 
جزء مهم في كل الطرق العددية - بسرعة هائلة ودقة فائقة» حتى أصبح اللجوء 
إلى استعمال الطرق العددية في حل المسائل التي يصعب حلها بالطرق الرياضية 
المعروفة أمراً عادياً في البحوث العلمية المتقدَمة . 


ونظراً لحداثة هذا الموضوع» وتطوره السريع المصاحب لتطور الآلات 
الحاسبة» فإن توفر المراجع العربية في جال التحليل العددي يكاد يكون 


معدوماً» مما دفعني إلى تاليف هذا الكتاب على أمل أن يغطي جزءاً من هذا 
النقص . 


هذا الكتاب هو خلاصة المادة التي قمت بتدريسها في مقررين بقسم الحاسب 
الآلي بكلية العلوم الأساسية (طرابلس) لسنوات عديدة. وبالتالي فإنه يشتمل 
على حتويات تكفي لتدريس موضو ع (التحليل العددي) على فصلين دراسيين 
(أي سنة كاملة) . وبالتحديد فإن, الجزء الأول من الكتاب (أي الفصول من 1 


إلى 6) هو مادة الفصل الأول لطلبة السنة الشالشة من مختلف التخصصا 


لاستيعاب المنهج المتبع في هذا الكتاب يجب أن يكون الطالب قد درس 
مسبقاً المواضيع التالية: بالنسبة للجزء الأول (1) البرمجة بلغة فورترانء (2) 


الجر الخطي» (3) التفاضل والتكامل. أما بالنسبة للجزء الثاني فيضاف إلى 
ذلك مادة المعادلات التفاضلية . 


لقد راعيت في الكتابة أن يكون الأسلوب سهلا ومباشراً مع محاولة تقريب 
مفاهيم متقدمة (مثل موضوع الاستقرار والتقارب) بطريقة قد تختلف عن 
الطرق المتبعة في العادة وذلك لغرض التبسيط . 

وقد تعمُدت التركيز على برمجة أغلب الطرق العددية التي تتم مناقشتهاء 
واللغة المستعملة لذلك هي فورتران. والذي دفعني إلى هذا التركيز سببان: 
الأول» توضيح الطريقة العددية بأسلوب مدد وهو لغة البرمجة ؛ والثاني» تقوية 
الطالب وتدريبه أكثر في جال البرجة بدراسته لبرامج ج مختلفة ومتعددة. ولا شك 
في أن تعلم الطرق العددية دون إلمام بلغخة من لغات البرجة يعتبر غير ذي 
جدوى. أما اختيار لغة فورتران دون غيرها فذلك لأنها هي الأنسب في هذا 
ابحال وال كثر استخداماً. 


وأخيراً لا يفوتني أن اشكر کل من ساهم في هذا الكتاب سواء بالمراجعة» أو 
إبداء الملاحظات» أو بأي صورة ة أخرى. . . وأخص بالشکر كلا من الدكتور 
علي بن الأشهر من قسم الرياضيات ! بكلية العلىوم والدکتور ر ر ر 
العال من قسم الحاسب الآلي بنفس الكلية على ملاحظاتي) القيْمة حو 
الكتاب. 


لخر لرل 
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ر 


الفصل الول 


حل المعادلات 


Solution of Equations 


1 مقدمهة 


يستعمل اصطلاح «٫حل‏ المعادلة» للتعبير عن عملية إمجاد قيمة المجهول × 
التي تحقق المعادلة . فمثلا المعادلة : 


2x +3 =0‏ )1.1( 
يمكن حلها بإضافة 3- للطرفين الأين والأيسر» ثم القسمة على 2 لنحصل 
على : 
32 - = × (1.2) 
وإذا عرفنا الدالة : 


f(») = 2x + 3‏ 
فإن 3/2 - = × تعتبر جذراً للدالة .٤)١(‏ وأحياناً يستعمل اصطلاح «إيجاد 
جذور المعادلة» للدلالة على حل المعادلة. لاحظ أن المعادلة (1.1) هي معادلة 

خطيةء أي أن المجهول × يظهر في المعادلة باس يساوي الواحد؛ فمشلا 
المعادلة : 


(1.3) x - 3x +2 =0 


ليست معادلة خحطية حيث إن أكبر أس للمتغير × هو 2 أي أنها معادلة من 
الدرجة الثانية . وکن حل هذه المعادلة باستعال القانون المعروف : 


3+¥V 9-8‏ 
ا 
2 
وبالتالي فإن هذه المعادلة حلينء هما: 
x =1 , X=2‏ 


والسؤال الآن هو ما إذا كان بالإمكان حل معادلات من الدرجة الثالشة فم 
فوق؟ والحواب هو أن ذلك ممكن في حالة الدرجة الثالثة والرابعة 
ليس سهل على الاطلاق. أما عدا ذلك فإن اللجرء 
مفر منه . 


وإن کان الحل 
إلى الحلول التقريبية أمر لا 


ا المعادلات التي تحتوي على الدوال المخلثية والدوال الأسيةء فإن حلها عادة 
ما يكون غير مكن إلا بالطرق التقريبية . والأمثلة على ذلك المعادلات التالية : 
x — cosX = 0‏ 


(1.4) 
(1.5) e“-x-2 =0 
(1:6) tog x+ x -10=0 


وهذا فإن دراسة الطرق العددية لإمجاد الحلول التقريبية هذه المعادلات 
وغيرها تعتبر من المواضيع الهامة جداً. 
1.2 طرaxة‏ ارم Graphic Method‏ 
لإيجاد حل تقريبى للمعادلة 0 = (×)ء نستعمل طريقة الرسم البيانيء 
وذلك برسم المنحنى (×)] وإيجاد نقطة تقاطع هذا المنحنى مع حور السينات . 
مثال (2.1): أوجد حلا تقريبياً للمعادلة : 
f(x) = ex -2 =0‏ 


اول نوجد قيم (۲)۸ لبعض قيم × حقى نتمكن من رسم هذه الدالة» عل 


: النحو التالي‎ 
"CTE 
SEEMS 


لاحظ أن قيم (×)۴ قد تم حسابها في هذا الجدول مقربة لأقرب رقمين» 
حيث إن الرسم لا يحتاج لدقة أكثر من ذلك . 


الشكل (2.1) 3- 


يتبون من هذا الرسم التقريبي أن الجذر هو 1.1 = × تقرياً. 


ملاحظة : 


بالإمكان كتابة المعادلة: 


e“-x-2=0 


على النحو: × =2 
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وبالتالي فإن الحذور تقع عند نقط تقاطع الدالتين (المنحنيين) : 
g()=X +, f(x) = e -2‏ 
وکا هو مبین في شکل (2.2). 


f(x) = e“ 2 


الشكل (2.2) 


من الرسم في الفترة [2 ,2-] يتضح أن للمعادلة (1.5) حلين في هذه الفترة 

ها 1.1 و1.8- تقريباً. للتحقق من ذلك نلاحظ أن: 
e" - 1.1-2 = - 6‏ 

e - )-1.8( - 2 = - 5 و:‎ 

نلاحظ أن الطرف الأين لا يساوي صفراً ك جب في حالة الحل ا 
ولكن القيم المتحصل عليها تعتبر قريبة من الصفر نسبياًء ويمكن الاستفادة من 
الجذور التقريبية كبداية في عملية تكرارية للحصول على جذور أصح. من هده 
الطرق طريقة التتصيف . 

Bisection Method فيصiنتلl طريفة‎ 1.3 


بالإمكان توضيح هذه الطريقة التي تعتمد على حاصرة الجذر في فترة تصغر 
يكل مرة جقدار النصف بالثال التالي: 


مثال (3.1) : 
أوجد حل المعادلة : 


f(x) = cosx — x = 0 


في الفترة [1.5 ,0.5] بطريقة التنصيف . 


اول بجحب أن نتأكد أن (۴).5 و (۴)1.5 مختلفتان في الإشارة» وهنذا صحيح 
حیث إن : 
f).5( = 0.38, ۴)1.5( = - 3‏ 
إذن فهناك جذر للدالة (»)؟ في الفترة [1.5 ,5.] حيث إن هذه الدالة مستمرة 
ئا ولكي تتغير قيمتها من السالب إلى الموجب لا بد أن تَر بمحور 
السينات. 
أول قيمة تقريبية للجذر نتحصل عليها بأخذ نقطة المنتصف للفترة [1.5 ,5.] 
وهي : 
1.5+ 5. 
= 


والآن نحتاج لمعرفة إشارة ٤)١,(‏ ولذلك نقوم بحساب قيمتها وهي : 


1 


f) = )1( = - 0.6‏ 
آي انا سالبة» وهذا يعني أن الجذر المطلوب يقع في الفترة [0.5,1] حيث إن 
() تتغير إشارتها من الموجب عند 0.5 إلى السالب عند 1. إذن تكون القيمة 

التقريبية الثانية للجذر عند نقطة المنتصف للفترة [0.5,1] وهي : 


0.5 +1 a 
= =0. 
2 


وحیث إن : 
018. - = )0.75( = )رf(e‏ 
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وهي سالبةء فإن الجذر يقع في الفترة [0.75 .0.5] وبالتالي فإن القيمة 
التقريبية الثالثة هي : 


0.5 + 0.75 


5 سے کپ 
2 


وحيث إن: 
6 = (,)۴ 
وهي قيمة موجبة» فإن الجذر يقع في الفترة [0.75 ,0.625] وبالتالي : 
0.25 + 0.625 
65 کے رع 
2 
(٥ = 65‏ 
آي ان الجذر يقع في الفترة [0.75 ,0.6875]ء وبالتالي فإن: 
5 = 0.75/2 + 0.6875( = ¢ 
ونجد أن: 
f)c4( = 0.4‏ 
وکا هو واضح فإن هذه الطريقة تتطلب عدداً كبيراً من العمليات المتكررة 
»»iterations»‏ ولکن اتال اللتا سرب ف الحسابات مجعل ذلك مقبولاء 


ويسهل هذه الصعوبة . 
والسؤال الذي يطرح الآن: متى نتوقف؟ أي كم عملية تكرارية نحتاج ها 
للحصول على الحل المطلوب؟ 


والجواب هو أن عدد العمليات (أو الدورات) يزداد بازدياد الدقة المطلوية 
[والمقصود بكلمة الدقة هو عدد الخانات الصحيحة في الجذر التقريبي ابتداء من 
اليسارء فإذا كان الجذر الصحيح مثا هو 0.1234 وال جذر التقريبي هو 0.12 فإ 
هذا التقريب دقيق لخانتين صحيحتين هما 12] . 

فإذا كان المطلوب أن يكون الجر التقريبي مطابقاً عام للجذر الصحيح فإن 


ذلك قد بحطلب عدداً لا نهائياً من الدورات» وبالتالي فإننا عادة ما نكتفي 
بالشرط : 
(f(c.)| < e‏ 3.1( 


بدلا من 0 = (,٤)؛»‏ حيث » رقم صغخير» كلها صغر زادت دقة م» وزاد 
عدد الدورات م. وحيث إن هذا الاستبدال يعتبر تنازلا وتساعحاء فإن المتباينة 
(3.1) تسمی حالة التسامح Tolerance condition‏ ويسمى الرقم ٤‏ برقم التسامح. 

والآن بالإمكان تلخحيص طريقة التتصيف (أو بتعبير آخحر خوارزمية 
التنصيف) اي اللخطوات التالية: 


1- المعطيات هي : الفترة [,ط ,,ه] التي يقع داخلها الجذر بحيث: 


f(a,) f(b) < 0‏ 
رقم التسامح ٭ (وهو رقم صغير مثل ؟107) 


2- إبدأ بقيمة 1 = 1. 


3- أحسب نقطة ال لنتصف: 
a +b‏ 
= 
2 1 
4- إذا كان 
If(c)| < €‏ 
فاطبع قيمة ,> وتوقف . 
5 


کان 0 > ()؟ )۴ فاجعل ٩,‏ = ,,,ط (أي أن ,,ط تأخذ قیمة ) 

i+ 1 5‏ . 0 
ت وب4. في الحالة الأولى 4 = وفي الحالة الثانية 
. 1+“ ° 


6 
لجع إلى الخطوة (3) مع إضافة 1 إلى 1. 


ولتوضيح الطوة (5)ء نقوم برسم الحالتین في هذه الخطوة في شکل (2.. 
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f(a) fe) > 0 f(a) f(e) < © 


a1 7 
bıı = Pı 


bys, = CG 
. 
+ = 2 


مثال (3.2) : 
برنامج بلغة فورتران لطريقة التنصيف 


اكتب برناباً بلغة فورتران مستعملا طريقة التتصيف لحل العادلة: 


نلاحظ أن الدالة: 


f(x) ay e — × 


تتغیر إشارتہا بحیث : 
f(0) >0, f(1) < 0‏ 


آی آن: 
ي 0 < f(0) f(1)‏ 


ف الفة أحذ هذه القترة كفترة 
بالتالي يکن اعتبار أن الجذر يقع في الفترة (1 ,0) واحد هده 
وبال 2 لفتر 
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ت ا 


„ BISECTION METHOD........ 

F(K) = EXP(-X)-X 

EPS = 0.00001 

A=0 

B=1 

FA = F(A) 

C = (A+B)2 

FC = F(C) 

IF (ABS(FC) - EPS) 20,10,10 

TEST = FA * FC 

IF (TEST.GT.0) THEN 
A=C 
FA = FC 

ELSE 


ENDIF 
GOTO 5 
WRITE (*,30) C,FC 
FORMAT ( ‘APPROXIMATE ROOT = ',E12.5, 10X, 
*' F (ROOT) =', E12.5) 
STOP 
END : ملاحظة‎ 


اظ ان الدالة ۴۲ يتم استدعاو ها وإنجاد قيمتها مرة واحدة في كل 
دورة في البرنامج المذكور وذلك توفیراً لوقت الحاسب خاصة في حالة 
رحود دالة يتطلب حسابها وقتا طويلاً. 


تقدير الخطأ في يقة التنصيف : 
كانت ٠‏ هي الفيمة التفريية للقيمة الصحيحة ۲ فإن الخطا اللطاق يعرف 


کالآتي: 
e =€‏ )3.2( 
أما اطا السبي وء 
t۶0‏ کچ )6.3 


لتقدير اطا في القيمة التقريبية للجذر نلاحظ أن الفترة التي تحتوي عل 
الجذر (م )#١‏ في الدورة « يكون طوهما ٤,‏ نصف طول الفترة في الدورة 
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السابقة. أي أن طول الفترة ينقص بقدار النصف في كل دورة بحيث: 


4 5 کا )3.4( 
حیث ٤,‏ طول الفترة الابتدائية . 
وکما هو واضح من الشکل (1.3): 


شکل (1.3) 
فإن الخطأ المطلق ,ء في الدورة ١‏ من طريقة التنصيف بحقق ما يلي : 


(3.5) 
le, < €,/2 


وبالتالي» من (3.4) ينتج أن: 


2 3.6( 
م“ > ارا 

ومن ذلك نستتتج أن الخطأ المطلق في طريقة التنصيف يؤول إلى ا 

عندمليؤوله بعدد الدورات إلى ما لا نهاية» وبعبارة أخرى نقول إن طريقة 


۶ 
التتصيف ها حاصية التقار ب e٥«geءe٠nمه.‏ وهذه الخاصية مهمة حدافي 
التحليل العددي ولا تنوفر ي كثير من الحاللات. 


مثال (3.2) : 
ما عدد الدورات التي قد تلزم في طريقة التنصيف للحصول على جذر 


تقريبي ,© بحیث يکون الخطأ المطلق في ,© لا يتجاوز 0.00001.علاً بان 
طول الفترة الابتدائية هو 1. 


نفرض أن: 0.00001 > 61_ 
o‏ 
وما أن ١‏ = ,ا فإن 
10000 > "2 
بأخذ لوغاريتم الطرفين» نحصل على : 
n > (5/ €0 2)‏ 
16.6 > 


وما أن ہ يجب أن تکون عدا سا فإن: 
n= 17‏ 


تحقق المطلوبء أي آن 7 دورة في طريقة التنصيف تحقق خطاً مطلقاً لإ 


يتجاوز 0.00001 في حالة أن طول الفترة الابتدائية هو 1. 


تمارین )1( 


4 طريقة الوضع !lÈطأJء Method of False Position‏ 
1 باستعمال طريقة رسم المنحنيات» أوجد فترة مناسبة تحوي كل جذر من هذه الطريقة شبيهة بطريقة التنصيف من حيث حصر الجذر بين قيمتين ها 
جذور المعادلات التالية : طرفاالفترة» ولكن بدل أخذ نقطة المنتصف للفترة [إا ,ة] 
0 ص (a) x x‏ 
(b) exp(= x) +x =‏ 


كجذر تقريبي عند 
الدورة أ نوصل النقطتين ٩)0((, )٩ ۲)٩((‏ ,0) بخط مستقیم لیتقاطع مع 


6 حور السينات في النقطة ;> كا في الرسم (شكل 4.1). 


(c) n(x) —x+7=0U 


(d) 


x = x - 10 =0‏ 
أوجد الجذور التقريبية للمعادلات في تمرين (1) وذلك برسم منحني 


الدالتین (×)۴ و(×)ع حیث × =(×)ع و (×)ع = (×)] عند کل جذر. 


استعمل طريقة التنصيف لاإ يجاد قيم تقريبية لحذور المعادلات في تمرين 
(1). استعمل 5 دورات فقط . 


4- إذا کان (ط)۴ ()۴ قيمة سالبة » فهل هذا يعني وجرد جذر في الفترة ®< 
ط,]؟ استعمل الدالة سأ = (»)۴ في الفترة [0,2] لتحقيق إجابتك ا 
] 2 ا 
ew‏ کا هو الا 
ic Bi esi su‏ وکا هو ا ل في طريقة التنصيف» نختبر إشارة (ء)؟ (ه)۲. إذا كانت سالبة 
5 أوجد القيمة التقريبية للحذر الموحب للدالة: (1+») ها 3- ×= IS )١(‏ 
باستعهال طريقة التنصيف. أوقف الدورات عندما 01. > .|۴)١(|‏ 


تأخذ قيمة © وتبقى ,,,ھ تساوي ,4ء أما ذا كانت 
الاشارة 1 


موجبة فإن 3,1 تأاخذ قيمة C;‏ وتہق Di,‏ تساوي .b,‏ 


اكتب برنااً بلغة فورتران مستعملا طريقة التنصيف لاججاد قيمة تقريبيه ء٠‏ فيمة ٠٠;‏ نوجد معادلة الخط المستقيم» وهي : 


لجذر الدالة (×)۴ الواقع في الفترة [8 ,4] بحيث لا يتجاوز الخطاً 
عن 0.000001 . [ملاحظة : أكتب الرنامج UBROUTINE öةرaص JE‏ 


y~ f(a) _ f(b,) — f(a) 
Xx ¬~ a, b, ~ a; | 
في البرنامج الرئيسي]. ر‎ ۴ a 
وبوضع 0 = لو = »» نحصل على:‎ ei 5k بحیٹ یتم إدخال ۸ و 8 و (×)۴ في البرنامج‎ 
b. - a.) ر‎ ٠ أوجد عدد الدورات التي قد تلزم لإمجاد قيمة تقريبية‎ -7 
a 0 بحيث لا يتجاوز الطأ المطلق في هذه ا‎ ۴)×( = 0 
.2 كان طول الفترة الابتدائية هو‎ 


2 eb) - fa) 
26 


27 


أو بصورة أخرى: 
7 _ ى _ 
i 1 “EOD-fE)‏ )4.2( 


والآن نلحص طريقة الوضع الخاطى في الخوارزمية التالية: 
1- العطيات هي : ,ه ٥,‏ بحیث 0 > (,ط)؟ (,ھ). 
الدالة (×)۴ ورقم التسامح ٠‏ . 
2 أبدأ بالقيمة 1= 1. 
3- احسب ` من (4.1) أو (4.2) . 
4 إذا كانت قيمة |(۴)۲| أقل من ع» فاطبع » وتوقف . وإلا فاختبر إشارة 
()۴ (,)۴ بحیث : 
إذا كانت القيمة سالبة فدع = 5ء وإذا كانت موجبة فاع 
¢ = ۰.4 في الحالة الأولى ,ة = ,4 وفي الحالة الثانية ,ا = ,0 


البرنامج بحيث يتم 
(4.2) لا تكتب في البرنامج على النحو: 
C= B~ (B - A)* F(B)/ (F(B) — F(A))‏ 
ف هذ a‏ ن جب 
لأن هذه الطريقة تكلف حساب الدالة 3 مرات في هذه الجملة ولكن 
کتابتها على النحو: 


C= B = (B - A) *FB/ (FB — FA) 


FA = F(A), FB = F(B) 


يتم حسابها خارج الدورة» ولكن تحسب: 


FC = F(C) 
جل الدورة » والمطلوب من القارىء كتابة برنامج هذه الطريقة. ( انظر‎ 
. )2 تمرینات‎ 
: ملاحظة‎ 


طريقة الوضع الخاطىء تتمتع بخاصية التقارب كا هو الحال في طريقة 
التنصيف: 


مثال (4.1) : 


أوحد حذرا تقريبيا للمعادلة (×)ها - × = (»)۴ باستعمال طريقة الوضع 


الخاطئ علما بأن المجذر يقع في الفترة (4,4.5). أوقف الدورات 
عندما 005. > |(»)۴|. 


ولا نلاحظ أن: 2.8421 = (۴)4 = (۴)۵ 
f(b) = (4.5) = -0.13‏ 
وبالتالي فإن الفترة (4,4.5) تحتوي على حذر واحد على الأقل. تحسب 
الآن ,» من (4.1) بحيث: 
4 - 4.5 


›| =4 -)2.8421(——__ 447 
-0.1373 - 21 


وعا أن: 0.3075 = fe)‏ 
قيمة موحبة» فإن الحذر يقع ي الفترة (4.477,4.5) وبالتالي فإن: 
4.47 - 4.5 


=4477 - )0.3075( .49 
3 0.1373 - 5 29 


وما آن: 0> 0.126 = )رf(e‏ 
فإن المجذر يقع في الفترة (4.4929,4.5). ونستمر على هذا النحو ف 
حساب وهر ړهرږه حیث ښجحد أُن: 
5 = پ6 


feş) = 0.00183 > 0.005‏ 
وبالتالي نتوقف عن الدورات الحسابية کا هو مطلوب . 
5 طريقة القاطع Secant Method‏ 


هذه الطريقة تتفق مع طريقة الوضع الخاطئ من حيث استعمال المعادلة 
(4.1) أو (4.2)» ولكن لا نشتزط هنا أن تكون الفترة الابتدائية (رط.ة) 
محتوية على الجذر. ويمكن تلحيص هذه الطريقة في الخوارزمية التالية: 
1- المعطيات: الدالة (»)؟ 
- أي نقطتین b,, a,‏ 
- رقم التسامح € 
- الحد الأعلى لعدد الدورات ٣"‏ 
2- قم بالخطوات (3) إلى (6) بحيث لا يتجاوز عدد الدورات " (أي أن آ 
تبدأ من 1 إلى ه) 
b ~a‏ 
کے الست ا 
4 احسب ٤)(‏ وقارن |٤)(|‏ بالعدد ع. وإذا کان × > |(ء)٤|‏ 
إطبع قيمة ‏ و (ء)؟ ثم توقف» وإلا فاستمر إلى الخطوة (5). 
5- دع ره تأخذ قيمة ,ا ودع ,,ط تأخذ قيمة »» أي (بالرموز) دع : 


c, = @, ¬ f(a( 


3,1 = b, D1 = © 


6- ارجع إلى الخطوة (3). 


ملاحظة : 


حددنا في طريقة القاطع الحد الأعلى لعدد الدورات ولم نفعل ذلك في طريفة 
التتصيف وطريقة الوضع الخاطىء وذلك لسبب مهم جدا وهو أن التقارب في 
طريقة القاطع ليس دائ أكيداء وبالتالي قد بحدث أن ندخل في حلقة لا نهائية 
من الدورات دون أن نتوصل إلى الحل بطريقة القاطع. وقد نتساءل إذن لاذا 
نستعمل هذه الطريقة أحيانا ما دام الوصول إلى الحل عن طريقها غير مضمون؟ 
والحواب هو أن اشتراط وقوع المجذر داخحل الفترة الابتدائية واختلاف إشارة 

الدالة على حدي هذه الفترة قد يصعب أحياناً توفره. . ولذلك نستعمل طريقة 

القاطع في هذه الحالة بدل طريقة الوضع الخاطىء. 


والرسم في الشكل (5.1) يوضح كيفية عمل طريقة القاطع. 


مثال (5.1) :۰ 


أحسب حل تقريبياً للمعادلة 0 = 5 - م _ 
القاطع . افترض أن 0 = ره و1 = 


٤)×(‏ باستعمال طريقة 
,ا واحسب ثلاث دورات فقط . 
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الدورة الأولى : 
f(a,) = - 4‏ س a,‏ 


b, = 1, f(b) = =~ 7 


bı ~a, 

= رھ‎ - ٤) ( 1ل‎ __ >8 
f(b,) — f(a) 
f(c,) = 5254 
: الدورة الثانية‎ 

aر‎ = (,ط)؟ = (رa)؟ ,1 = ,ط‎ = - 7 
b, = c, = 2.3278, f(b) = f(e,) = 5.4 

b, ~a 

0 = و 


cر‎ = a, ¬ (رھ)۴‎ 


f(b) ¬ f(a) 
(ر)؟‎ = - 4 
: الدورة الثالثة‎ 

4 = (رط) = (رf)a‏ ,2.3278 = رط = a,‏ 
4 - = (رe)‏ = f(b)‏ ,1.4020 = ر = b,‏ 
(رھ - ط) (ية)؟ ‏ _ 

f(b) - (a) 
fc) = -0.32560 


= 21 


برنامج لحل المعادلة 0 = (×) بطريقة القاطع 


لإججاد حل تقريي للمعادلة 0 = 5 - ”ء بطريقة القاطع » 
نكتب البرنامج التالي بلخة الفورتران. 


Cc lc SECANT HETHOD............ 
F(X)=EXP(X)-5 
A=0 
B=1 
MAX=50 
FA=F(A) 
FB=F(B) 
EPS=0.0001 
DO 100 I=1,HAXx 
C=A-FA* (B-A)/(FB-PFA) 
FC=rF(C) 
IFPF(ABS(FC).LT.EPS)GO TO 200 
A=B 
B=C 
FA=FB 
FB=FC 
100 CONTINUE 
200 HRITE(*,210)C,FC,I 
210 FORMAT (10X, 'ROOT=’,E15.6,10¥%, ’F(PROOT) 
=’ ,Bi15:6, 10K, *‘ITERATIONS=’,13) 
STOP 
END 


عند إجراء هذا البرنامج » نتحصّل على الناتج الآتي : 
ROOT = 0.160944E + 01 F(ROOT) = — 0.461802E — 05 I TERATIONS = 6‏ 
ٍ تمارین (2) 
- أوجد قيا تقريبية لجذور المعادلات في مجموعة تمارين «1» تمرين -1-» 
مستعملا طريقة الوضع الخاطىء بخمس دورات . 


2- حل تمرين -5- من مجموعة تمارين «1» بطريقة الوضع الخاطىء. 
3 


1 


اکتب برناعاً بلغة الفورتران لإججاد قيمة تقريبية لجذر الدالة (۴)۸ الواقع 
في الفترة [8 :4] باستعهال طريقة الوضع الخاطىء مع إيقاف الدوران 
عندما ٩‏ > |(۴)۸|. اتب البرنامج عل صورة SUB ROUTE‏ بحیث 
یتم تعریف ۸ ,8 ,(۴)۸ في البرنامج الرئيسي . 


ات الجذر التربيعي للعدد 5 باستعهال طريقة الوضع الخاطىء بحيث 
يكون التقريب ء محققاً 01. > |5 - ”| . 
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تة ن النقطتین ٤)3((‏ ;4) و ((ط)٤‏ 0). کا نلاحظ 
5 استعمل طريقة القاطع لإبجاد جذر تقريبي للمعادلة 2 = 0× مستعمال هو ميل المستقيم الواصل بين اپا ۹ ا 
التقريبين 0.7 و 0.8 في البداية وحساب 4 دورات فقط . أنه إذا كانت النقطتان قريبتين ومتلاصقتين فإن: 
f' (b.) = 5;‏ 
6 لحساب ۷5 بطريقة القاطع «أه بين أن هذه الطريقة مكافشة للمتابىة = )0 
الآنية : حيث (;0)] هي قيمة المشتقة الأول عند ا وشل ميل المماس عند هذه 
e = a,b + 5(/ )a, + (‏ النقطة . وإذا استعملنا: 
Db 7 £,‏ م 2 3 E‏ 
x, = a, = Db,‏ 
«ب» أحسب 8 و۰ ٩‏ إذا کانت 4= ,3 = رط. فإن (6.1) تؤول إلى : 
دحا أكتب برناجا لحساب > من 1 = ا إلى 20 = ز. 
f(x) 4‏ 
7ي اکت برنا جا فرعيا Subroutine‏ حل المعادلة 0 = f)»(‏ بالملريقة التالية: K1 7 Fi f(x)‏ )6.2( 
اختبر إشارة ٤)٥‏ ()؟ حيث أ¡ = 1 ,2. . . فاذا كانت مح | a‏ ا 
a (‏ 2 وهي القاعدة المعروفة باسم طريقة نيوتن. حكن توضيح هذه الطريقة 
1 > وإلا فاستعما يقه الوضصع ء من تلك الدورة b‏ اأ NET‏ 2 
یا بعد سا هی عوابا نت البلر یم بالرسم على نحو المبين في الشكل (62) حیث نوحد × من تقاطع 
E‏ الماس مع حور السينات. 
8 اود حلا تقريبيا للمعادلة 0= 1- × =( بطريقة القاطع مبتدئا 
بالقيمتين 0 = ,۾ ,1 = ا. احسب 3 دورات فقط . هل ستؤدې هذه 
الطريقة إلى الحل؟ وصح إجابتك بالرسم. 
کے ےی کے ر سے 
1.6 


طر يق نjigı (Newton’s Method)‏ 
نلاحظ أن طريقة القاطع تعتمد على القاعدة: | 


(6. = b, = 1 


Si 


_ fb) = f(a) 


b, ¬ a; 
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ل أن هذه الطريقة قد لا تو ۱ ا 
e‏ الطريقة قد لا تؤدي إلى الحل المطلوب وهذا يحدث بالذات إذإ ومن الناسب أحياناً ان نستعملى الشرط: 


Xi, ّ x <8 f(x) 0 


لإيقاف الدورات بدلا من (أو مع) الشرط : 


کا هو مبين بالرسم حيث يصبح اماس أفقاً ولا يتقاطع مع عور E‏ 
Xx)| < e‏ 


(شکل 6.3). 


f(Xi 
kK, = x= r وذلك لأن:‎ 


فإذا کانت ;× د × متقاربتين فبالضرورة أن تكون ٤)×(‏ ذات قيمة صغيرة 
إذا كانت (×)'؟ غير قريبة من الصفر. 
والآن بعكن أن نلخحص طريقة نيوتن لي الخوارزمية التالية: 
1 حدد المعطیات : (×)؟ء (×) ۴ء × (قيمة تقريبية للجذر) ع وة (عددان 
صغيران)» ×ة(الحدالأعلى لعدد الدورات) . 


2 نفذ الخطوات (3) إلى (7) من 0 = 1 إلى جص = 1. 


شکل (6.3( د إذا کانت٤ع‏ > |f(x)|‏ فاطبع f(x)» i, Xx;‏ وتوقف . 
اذاف ب ان ر ی و بیت إا كانت قري من السقر ترف من 4- إذا كانت > |(م×)۴| فاطبع ما يفيد ذلك وتوقف . 
ا أن يوضع حد أعلى لعدد الدورات في برنامج هذه الطريقةء 5 أحسب REE)‏ 
سي اخول في دورات لا نهائية مثل الوضع فى الث 
ي دورات لا نهائية مشل الوضع في الشكل (64) 6 إذا کانت: 8> |× - ×| إاطبع × ,1 .(×)۴ وتوقف. 
7- ارجع إلى الخطوة (3). 

| مثال (6.1) : 

| حل المعادلة 0 = “26 + x‏ 

| بطريقة نیوتن . أوقف الدورات عندما “10 < |2( 

استعمل القيمة الابتدائية 3.5 = ر× 
شکل (6.4) 


2e - 0 2 


„ NEWTON'S METHOD.... f{x)=x + 
FOO = 2* COS (X) = X*X 4 إذن:‎ 
„ FD(X) IS DERIVATIVE of F(x) f) = 3x F 2e 
FD(X) = - 2 * SIN (X) = 2°X إِذن:‎ 
A=1 
MAX = 20 x = X7 f(x) / f (xo) 
EPS = 0.000001 1 
DEL = .00001 3.5 - )-10.89( / 102.98 
9 Ek 3Ş 9 
FDA = FD(A) f)»,( = 0.4987 
IF (ABS (FA) ‘LT. EPS) GO TO 60 , 
IF (ABS (DFA). LE. EPS) GO TO 100 × = × f(x,)/ f (*,) 
B = A - FAI FDA 
IF (ABS (B - A). LT DEL) GO TO 60 = 4 
Aah f)»,) = 9 
50 CONTINUE 2 
60 WRITE (°. 80) A. FA, I x, = x ¬ (< (/ f(x) 
80 FORMAT (1X, ROOT =’, E 15.6. ك‎ #036 
* °F (ROOT) =’. E 15.6, SX, ITER =’. 3) 
STOE )»( = = 3 
100 WRITE (*, 120) 
120 FORMAT (5x, DERIVATIVE IS ZERO’) إذن:‎ 
STOP . 
END |f(,)| < 10 


وبالتالي نتوقف عند و× کا هو مطلوب وتعتبر هي الحل التقريبي . 


برنامج لطريقة نيوتن 
والآن نكتب برنابحاً بلغة فورتران لحل المعادلة: 


f(x) = 2cos X — x =0 


تطبيقات على طريقة نيوتن 


(إيجاد الجذر التربيعي) 


أوجد الجذر التربيعي ۷4 للعدد ‏ > 0 بطريقة نيوتن مع التطبيق 


بطريقة نيوتن » مع أخذ 1 = ری وإيقاف الدورات إذا تحقق أحد الشرطين: 


نوجد الحل للمعادلة 0= =X - a‏ )( وبذلك يكن تبسيط قاعدة نيوتن 
هذه الدالة كيا يل : 


-×| >10 أو‎ |f()| < 10° 


|x 
أو عندما يصل عدد الدورات إلى 20 دورة.‎ 


i+1 


کے یی f‏ 


X1 7 KT f(x) ¥ 2X; 


x2+ a 
)6.3( Xir 7 2x; 
: وبذلك. فإذا عرفنا الدالة‎ 
x2 a 

g(x) = 

فإن قاعدة نيوتن تصبح على النحو: )8 = xX,‏ 

فمثڈ إذا كانت 2 = ه وأخذنا القيمة الابتدائية: 1= × 

2 “0 

فإن : 5 = ححا = (»)ع = × 

(1.5) +2 
x = 8)×,( = = 07 

ّ 2)1.5( 
x = g(x) = 7 
x, = 8)) = 6 

وعا أن الفرق 21 = |و× = ,×| 


تعکر صقرا ار کن الاک د بأربع دورات وأخذ » كقيمة 
تقريبية للجذر 2/. وإذا أردنا دقة أفضل» أحسب دورات أكثر. 
مثال (6.3): 
(إيجاد المعكوس الضربي) 
أوجد القيمة التقريبية للمعكوس الضربي ل 


a 


لأي عدد a‏ لا يساوي صفرأًء وذلك بحل المعادلة : 


ا کے 
f(x) = a x =0‏ 
وطبق الطريقة لحساب 1/77 » ابتداء من 0.2 = × 


ومن الواضح أن ,× لا تختلف کثیراً عن ×» ويكن اعتبارها اللعكوس لفمدد E.‏ 


نلاحظ أن : 


2 
=x —ax +X 
i i i 


×1 7 ز×‎ (2-a x) 


)64 
ومرة أخرى» يمكن وضع طريقة نيوتن على النحو: 
Xi, 7 8(%;)‏ 

ولكن الآن: ax)‏ ¬ 2)× = (×)8 
وعلى سبيل المثال» نضع 7 = د (أي أن المطلوب حساب لي) 
ولتکن القيمة الابتدائية هي: 
إذن: 

2 = ((2)0.2 - 2) 0.2 = )ع = ,× 
وهکذا» فإن: 


x = ع)x,(‎ = 0.1392 

x, = g(x) = 0. 142765 
x, = £(x,) = 8قۆ2ۆ11.‎ 
× = (×)ع‎ = 0.428574 


e an ar aes 


ملاحظة : 
يتبين من القاعدة (6.4) أنه من الناحية النظرية يمكن أن تغبي عملية الضرب 
عن عملية القسمة» ذلك لان القاعدة (6.4) تفيد بان عملية القسمة نا هى إل 

سلسلة من عمليات الضرب تؤول في النہاية إلى ناتج القسمةء فلإبجاد ٠‏ 
1 


c= alb = ab 


نوجد المعكوس "طا بواسطة (6.4) ثم نضرب الناتج في 4. 
7 طريقة النقطة lllت (Fixed-Point Method)‏ 


تعتمد هذه الطريقة على تحويل المعادلة 0 = (۴)۸ إلى شكل مكافىء ها عل 


النحو: 
x = g(x)‏ 
ثم استعهال القاعدة التكرارية : 
Xx, = 8 (x)‏ )7.1( 
وكمثال على ذلك القاعدة (6.4) و (6.5) في طريقة نيوتن» والنقطة ۲ التي 
تحقق : 
g)r(‏ = ا 


مثال (7.1) : 
اکتب المعادلة : 


f(%) = x” — 7x + 10 = 0 
.× = على النحو (×)ع‎ 


بالإمکان وضع هذه المعادلة على النحو المطلوب بعدة طرق» نختار منها ما 
يلي: 
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2 
x +10 


8)) = 


E(x) = V/ x - 10 = x« 


8)) = x» - 6» + 10 = x 


والآن نستعمل طريقة نيوتن» وذلك بوضع : 


کے ,ہے بے 
x ۳0)‏ = ))8 
x —-10‏ 
لنحصل عل : = ))8 
7 =2 


مئال (7.2) : 
استعمل طريمة النقطة الثابتة لإيجاد حل تقريى للمعادلة 
X = COS X‏ 


مبتدئا بالقيمة 1 = ر× مع التوقف عندما 0.002 > | ز× - × 


من الواضح هنا أن أبسط شكل للدالة (×)ع هو: 


g(x) = cos (x) 


وبالتالي فإن : 
0.540302 = (1) sەc‏ = x, = g)x(‏ 
Xx, = g8(x,) = 0853‏ 
0 = (ر×)8 = ڕ× 
X4 = 9‏ 
0 = و,X‏ 
ويا أن : 


|x, = x,4| = .001191 < .002 


1- 


2- 


3 


فنتوقف عن الدورات کا هو مطلوب . 
وبالإمکان توضیح هذا المثال بالرسم التالي رشكل 7.1) . 


وعكن الآن تلحيص طريقة النقطة الثابتة ني ا خطوات التالية: 


حدد المعطیات : (×)8» ex‏ ×4 €. 


نفذ الخطوات (3) إلى (6) من 1 = ا إلى ×" = أ. 


آحسب (;×)8 = 1× 
إذا کان e‏ > |;× ¬ :×| توقف. 


إرجع إلى الخطوة (3) . 


وهذه ا لخطوات تکتب في برنامج فرعي بلخة فورتران کا يلي: 
SUBROUTINE FP‏ 


M (G, XO, MAX, EPS, X1 
MAX » X1D 


XO) ' LT EPS) RETURN 


DO 1001 =1, 
X1 =G (xO) 
IF (ABS (X1 — 
XO = x1 
CONTINUE 
RETURN 
END 


شکل (7.1) 
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8 تقدير الخطأ في طريقة النقطة الثابتة 
إذا اعتبرنا أن × هي القيمة التقريبية للقيمة ۲ حيث: 
x, 2 EXD, = 8(D)‏ 
فإن الخطأ المطلق في هذا التقريب هو: 
e =F — Kı‏ )8.1( 
g)r( ¬ 8))‏ = 
وإذا كانت الدالة (×)ع قابلة للتفاضل عدد " من المشتقاتء فباستعمال 
متسلسلة تايلو ر Taylors series‏ نحصل على : 
g(x) = g(D + (x = Dg (D+ (D7 f" (D‏ 
)E(‏ ”ع = (x,‏ ا + ...+ )8.2( 


حيت 6 نقطة تقع ف داخل الفترة [۲ ,,×]. من (8.1) و (8.2) نحصل على : 


1 n (n) 
(8.3) e, = €8 (© ~ 4 f (O + ..# AT % ”ع‎ )( 


وبا خصو إذا كانت 1 = م فإن: 


(8.4) e,1 = ©; 8 (6) 
: وبالمئل فإن‎ 
(8.5) e; = e; 8 (6 
حیٹ 5-1 تقع بین ۲ در‎ 
ea, = E (€) E (ıı) ®ı-ı آي آن:‎ 
: وهکذا نحصل على‎ 
e,4, = 8 (€) &' (,_,)-.- 8" (o) o 


فإذا وجدت قيمة موجبة ) بحيث : 


lg’ (x)| < k 
في فترة 1 تحتوي على رک ر قان‎ 
(8.6) e, > "lel 


لاحظ أن هذه المتباينة تحدد أعلى قيمة للخطأ المطلق في الدورة 1 + ¡ وهي 
مشروطة بوقوع زغ في الفترة 1 حيث ز = 0ء Eê és RZ EL‏ 
فإذا افترضنا أن م× و × و٣‏ تقع في 1 وأن k‏ أقل من الواحد فإ ر× × . . 
كلها تقع في الفترة 1 لأن (باستعمال متسلسلة تايلور) : 
8)x,(‏ = × 
(2) 8 (ر× ¬ ,×) + (o×)ع‏ = 
x ۴ (x ¬ xo) 8’ (2o)‏ = 
حیث ر2 تقع بین م× و 1×. إذن: 
× = ,× | > ال) عا × - ,×| > ار× - را 
وهذا يعني آن ي× تنمي إلى 1 وبالتالي فإن و× رهج . . .تتتمي إلى 1 بالطريةة 
نقننها. وحیٹ إن تنتمي إلى 1 و& تقع بين × و فإن & تتتمى إلى 1 
ونس من (8.6) وافتراض ق٤‏ أقل من الواحد ان الخطاً امطلق 
يؤول إلى الصفر عندما يول عدد الدورات ‏ إلى ما لا نهاية. وهي حاص 
التقارب المهمة. 
مبرهنة (7.1) 
إذا كانت: 1< lg’ (x)| <= k‏ 


لحميع قيم × في فترة 1 تحتوي على ر×٠ x,‏ فإن طريقة النقطة الثابتة : 

xı = BX) i=0,1,2,.. 

تتقارب من ال جل ۲ للمعادلة: (×)ع = × 
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مثال (8.1) : 
ن أن المعادلة (×)ومع = × عکن حلها بطريقة النقطة الثابتة: 


X41 7 COS (X) 


i 


مع ضبان التقارب للحل إذا أخذنا 1 = م×. 


تتحقق شروط المبرهنة (1)» حيث: 
Xx, = cos (x,y) = 0.540302‏ 

ف 1 < )1( |g'(x)| = |=sin x| = sin‏ 
لحميع قيم × في الفترة : 

[x,, xq] = [.540302,1]‏ = 1 
اله (69 ×= ت RE‏ : ك 
8 × = (×)۴ تتغير إشارتها داخل هذه الفترة نستنتج آن 
لجذر ٣‏ يقع داخل 1 وبالتالي فإن ;× تؤول إلى ء كلا ازدادت 1. لاحظ هنا 
اعتبار (1) رزو = ), 


1.9 تقدير الخطأ في طريقة نيوتن : 


وما أن الد 


نلاحظ أن طريقة نيوتن لحل المعادلة 0 = (×)۴ تعتمد على القاعدة: 


f(x) 
6.0 X1 7 Xi FD 
وهي حالة حاصة من طريقة النقطة القابتة إذا اعتيرنا:‎ 
f(x) 
(9.2) g(x =X FO) 
' وبالتالي فبالإمكان تطبيق نظر ية التقاات لذ‎ 
لي فبالإمكان تطبيق نظرية التقأرب هذه الطريقة. ونبدأ بتفاضل (×)ع‎ ّ 


8 f(x)” — f(x) (®) 
e {9F 


4 


أي أن: 
js E‏ )9.3( 
[f(x]‏ 
ولذلك وما أن 0 = (۴)۲ فإن : 
g(r) =0‏ 


بشرط أن ()۴ لا تساوي صفراً. وهذا يعني أنه إذا كانت )ع دالة 
مستمرة usا0ںہ‏ 1ا۸ت في جوار ۲ فإنه باللإمکان إجاد فترة 1 تحتوي على ۲ وحقق : 
le'(%)| < k <1‏ 

لحميع قيم × في الفترة 1. فإذا اخحترنا × بحیث تنتمي کل من ر× و × إلى 1 
فإن طريقة نيوتن تؤدي إلى الحل الطلوب» ونحصل على خحاصية التقارب . 

8')۲( = 0 ظة أن‎ ji 

ولتقدير الخطا في الدورة 1 + ا نستعمل (8.3) مع ملاحظة ن 0=( 

لطريقة نيوتن» أي : 
)9.4( 


e 8" (5)‏ ِ رپ 
الط 


وهذا يعني أن الخطأ المطلق في كل دورة يتناسب تقريبا مع مرح 
السابق . فإذا كان الخطا في الدورة ‏ صغيرا (أقل من وا 
يصغر أكثر. و هذا يقال إن طريقة نيوتن من المرتبة 
وأحياناً نقول إن هما تقاربا تربيعيا. 


حدم فإنه في الدورة 1 + أ 
الثانية ل0 ‘Second‏ 


مثال (9.1) : 
بين أن طريقة نيوتن لحل المعادلة 


تتقارب إلى ا لحل الصحيح ثي حالة 2 = م١٠‏ 


لاحظ أن °۷3 = ۲ و 


من الصيغة (9.3) ا = )»)8 
[f'(x)]‏ 

(* - 3) (6x) / (3%) 

(×3) / (3 - ٭) 2 


2 - 2/3 = 
إذن فإن : | < l'l‏ 
إجميع قيم »التي تحقق: ۷۳7 < × 


× = 2 باخحتیار‎ 
„ _ x ے‎ 19 8 
X = Xo PY 7 72 >2 نحصل على:‎ 


وبالتالي فإن × و × و ٣‏ تنتمي إلى الفترة: 
Ê V2,2]‏ =1 
وحیث إن ا() عا هي أقل من الواحد في هذه الفترة» فإن التقارب 
يتحقق طبقا للمبرهنة (7.1). 


تمارين (3) 


1- استعمل طريقة نيوتن لحل المعادلة 2.85 = × «ذو × + ت مبتدئاً بالقيمة 

1 = ×. توقف بعد 3 دورات» وين إجابتك بالرسم . 

أرسم منحنی الدالة 2 - × + 2 - × = ٤)»(‏ ثم أحسب 3 دورات في 

طريقة نیوتن مبتدئًا بالقيمة «أ 3 = × ٹم «ب» 1 = ری ثم رح 

.x =0‏ بين ما بحدث في كل حالة ووضح إجابتك على الرسم. 

3- اکتب برنامج فورتران للقيام بالحسابات في تمرين -2- مع وضع حد أعل 
للدورات» وليكن 10؛ وإيقاف الدورات عندما 00001. > إ(»)؟] أو 
1 اب > ربکا طبع قیم × و ")۴ و »)۳ في کل دورة. 


4 


5 


-6 


استعمل طريقة نیوتن فسات المحذر التكعيبي للعدد 


خی و 4 


ك 
خانات عشرية . إبداأ بالقيمة 1.5 = » 
ان البرنامج الفرعي (4) ART‏ 10۸ الذي بے 
الحذر التربيعي للعدد الموجب A‏ بطريقة يوين فخدنا بالقية 2 کک چ 


مع وقف الدورات عندما 1077 >|۸ - | 
أكتب برنامج فورتران الذي بحسب الحذور الثلاثة للدالة 


p(x) = a, xX + a x + aX * a, 
: في هذا البرنامج تتم قراءة البيانات التالية‎ 

م×: القيمة الابتدائية لأحد الجذور الثلائة . 
:ma×x‏ الحد الأعلى للدورات , 

. رقم التسامح‎ ٤ 

4:8 ,3 ,2 ,1 = ¡) معاملات (×)م . 

استعمل طريقة نيوتن لإيجاد جذر حقيقي واحد ثم استعمل قانون حل 
معادلات الدرجة الثانية لإيجاد الجذرين الباقيين . 
بين أن طريقة تيوتن لحل المعادلة 0 =:ط + × - جه مكافة لطريقة النقطة 
الثابتة ;)8 = ,"× حیث : 

g()×) = (2a - b( / )3a× - 1( 

استعمل طريقة النقطة الثابتة لحل المعادلة ٠”‏ = × مبتدثاً بالقيمة 1 = × 
ومنتهیاً بالحالة 10 > × - ×| واا إجابتك بالرسم . 


1+ 
اه بین ن الدالة : 
x ¬ 4/x‏ = )*(8 
ها نقطة ثابتة عند 2 = ×. 
«ب» بين أن 2 = × تعتبر حل للمعادلة 0 = 4 - × - × = ()؟ 
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10 


چ ون أن طريقة النقطة الشابتة لا تؤدي إلى الحل المطلوب لاي قيمة 


بتدائية م إذا استخحدمتا الدالة ()& ف i‏ 
«ده بين أن طريقة نيوتن لحل المعادلة 0 = (×)۴ تؤدي إلى 
g(x) = (2x - × + 4(/ )3% ¬ 2×(‏ 


باستخدام الميبرهنة O‏ 


1 


يه مو جحبة. 


ا أن ريقة التقطة إإعاة ا ا 
بين أل طريمة النقطة لشابتة ٥‏ ږې تتقارب لحل المعادلة ا 


٠+‏ بين أن طريقة نيوتن لحل المعادلة 0 = 2 2 تتقارب لی 
ب للحل لأي 


فيخة بتدائية اکر 7 الواحد. 
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نموذج اختبار - 1 ۔ 


«ح» استخدم العلاقة ف «ب» ف کتابه برنامج لحساب وطباعة C‏ 


1 = ا إلى 10 = ا مبتدئا بالقيم 2 = 
الزس: 5 (ساعة ٣‏ 1ى | مبتدا بالقيم 2 = ,4 و3 = ا . 

عبت س (3): ١أ‏ بين على الرسم المرفق ما إذا كانت طريقة النقطة الشابتة 
سر (1): 7 بين أن الفترة )0.2 1 0( تحتوی N,‏ للمعاد E 8(X)‏ تودي (أولا تؤدي) إلى تقارب نحو أحد جذري 

۱ ی عل جدر المعادلة (×)ع = × بالقيمة ,× المبينة 

کےا ہے ا I‏ 

XxX 
(رب»‎ 


استعمل دورتين في طريقة التنصيف لحساب جذر المعادلة في 
«» مع استعال الفترة الابتدائية (0.2 .0.1) : 
«رح» اأحسب الحد الأعلى للخطأ المطلق إذا كان عدد الدورات في 

الفقرة و مس دورات . 
ودم أحسب دورة واحدة في طريقة الوضع الخاطىء لحساب جدر 


المعادلة في الفقرة «ب» مستعملا الفترة الابتدائية (0.1.0.2). 


س (2): ا ب على الرسم المرفق دورتين لطريقة الوضع الخاطى؛. 


رنه اندم طريقة نيوتن لحساب الجذر التربيعي ۷5 مبتدئاً 
بالقيمة 2 0 وحساب دورة واحدة فقط . 
«ح» أكتب الرنامج الفرعي FUNCTION SROOT (A)‏ لذي 


1 مس لمر التريسي الخد الرجب ن لي سا دا 

1 3 فإنه يطبع إنذاراً بذلك ويتوقف. استعمال طريقة نيون ٠‏ 

1 أخذ ۸/2 = × والتوقف عندما: 

| - A| < 0.000001 ۰ 
c> _& +7 
a; + b, و استنتج العلاقة‎ 
Xx ~- 7=0: 
من تطبیق‎ 


افص اثاني 


حل معادلات ذات اکر من مجهول 
Solution of Equations‏ 
of Several Variables‏ 


1 مقدمة 


إذا كانت الطرق العددية ضرورية لكثير من المعادلات ذات المجهول 


الواحدء فإنها أكثر أهمية وضرورة إذا زاد عدد المجاهيل عن ذلك. نبدأ ولا 
با مثال البسيط التالي : 


مثال (1.1) : 
أوجد حل المعادلتين الآتيتين : 


f)», y( = × - ر‎ =0 
E(x, y) = y” x =0 


امحل في هذه الحالة بسيط حيث من المعادلة الأول ييكن وضع ”× = لإ 
وبالتالي تعويضاً في المعادلة الثانية فإن 0 = × - “»ء أي أن الحل هو النقطتان : 


J=0,x=0 gy x=1,y=1 
ويكن تمثيل المعادلتين بالرسم كا في شكل (آ.1).‎ 


ar 


en 


شکل (1.1) 
لاحظ أن الجذور المطلوبة وهي في هذه الحالة (0,0) ,(1,1) هي نقطتا تقاطع 
المنحنيين . 


مثال (1.2) : 
اكتب الصورة العامة للمعادلات الخطية الآنية : 


(1.1) 


n1 * * aa Xa + <... + a x 8‏ 
> 
8 العا لات و ا الثوابت و × هي 
حیٹ ٩‏ سی , العادلات . إذا عرفنا المصفوفة : 
أيضا عدد 1 
عددها 1 وهي 2 
ر ۰ 


امغر إت الجهولة 
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Ar 32 ain 
3, وة ر3‎ 
(1.2) A= 
nl 8 n 
: والمتجهين‎ 
[ b, x 
b, x 
(1.3) B=) .. X= | 
| * 
: فإن نظام المعادلات (1.1) يمكن كتابته على الشكل‎ 
(1.4) AX -B =0 


وهذا النظام - كما هو معلوم في دراسة الجبر الخطي - له حل واحد إذا كانت 
محددة المصفوفة ۸ لا تساوي صفراً. 
وإذا عرفنا الدالة ۴ بأنہا: 


)1.5( F(X) = AX - B 


فإن النظام (1.1) يكن كتابته عل النحو0 = (×)۴ كا هو الحال في 
العادلات ذات المجهول الواحد. إلا أنه يجب ملاحظة أن هذا الشكل ليس 
مکنا في كثير من الأحيان وبالذات إذا كانت المعادلات غير خطية . 


22 طريقة جاكوي Jacobi Method‏ 
ي هذه الطريقة نستعمل طريقة النقطة الثابتة وذلك بتحويل نظام المعادلات 
| ۵ (۴)۸ إلى الشکل: 


2.1 X = G(X) 


ئم حساب المتجهات × 0 یں 


ن متحه بتدائی × یٹ 
G (X5‏ ھ x*+‏ )2.2 
وحیث الدليل الفوقي k‏ يعي المتحة عند الدورة ,k‏ 
وبالتحديد إذا کانت (×)۴ هي الدالة الخطية (1.5) فإن: 
G(x) = D7 [B = (A = D) X]‏ )2.3 
حيث 2 هي المصفوفة القطرية : 
[١ a, 0 0‏ 
By 0‏ 0 
D =‏ )2.4( 
کک 0 0 


ومعكوسها ' 2 هو أيضاً مصفوفة قطرية . لاحظ أن التعريف (2.3) مجعل 
(2.1) مكافئة للنظام 8 = ×4. وذلك لأن (2.1) تعني في هذه الحالة أن: 


×, = ,ط)‎ ¬ a × ¬ و4‎ × 7 ۰ 7 x„)/ a, 


رر /(م× ہ4 ¬ ٠٠۰‏ > و× ور ۔ × رھ ¬ رطا) = × 
(2.5( 
مھ (1-و* 4-1 ¬ ۰۰۰ ¬ × a × ¬ A‏ ¬( = ,*× 
أو بصورة أخرى فإن (2.1) تكافىء: 
3 )2.6( 
a‏ 1 1 ز۹ 2 . [ 7 


jii 


ME cos »2 »1 = ¡ حیٹ‎ 


مثال (2.1) : 
حل المعادلات التالية بطريقة جاكوى : 


إبداً بالقيم الابتدائية : 


احسب 3 دورات وقارن بالحل الصحيح : 


3 /(ر× - 5) = ,× 
) × + ,× - 6 -) = ر× 


5 ر2 - 1 ۔) = × 


وني الدورة الأول نحصل على : 
9 = 3 - کے ی 
ک1“ )+ کے و سے ہے 
x» = (-1- 2x») 5 = = 6‏ 

وبنفس الط رة . 
کر رک سل ی الوم اون یز 

x3 = 1.6667‏ 5) = 2× 
1.93 0 )× + × - 6 ۔) ے بے 
0.8 - = 1-5 )= 2 


وفي الدورة الثالثة : وبالاإمکاں الآں کتا 


به برنامح فورتران هذه الطريفة مستعملين المعادلات ف 
کے هثال (1). وال 


تې مها تعرف الدالة التالية 


FUNCTION G (1. X. N) x T1I 
DIMENSION X(N) 

IF (1. EQ 1)G = (S5 = X (2)3 x٤ f) U 
IF (l. EQ. 2)6 = (>6 > X (1) + X(3)) (=4) 


IF (1. EQ. 3)G = (>-1 = 2° × (2(۷ >‏ 
ا شا فشا بد الت | 
ومن الواضح › آتا تفر شا فشينا م احا الصحيح Erie‏ 

x =| 

1 یت ان ا لو ب تستلزم حساتب أکر عنصر في متحه ۴ نکتی 

: x= 2 

2 1 
امح المرعى الال 
زک ھک ج 


الآن ن تحديد طريقة جاكويي لحل المعادلات (×)6 = × لي خراررمية )1 SUBROUTINE MAXIM (E. N.‏ 
والآن يكر ر َة < ي حل ر 


DIMENSION E (N) 
T=0 : التالية‎ 
DO101 =1.N o 
AE = ABS (E (1)) من الدوال في ۸ متغی‎ ١ حدد المعطيات : (×)6 (وهي عدد‎ -1 
IF (AE. GT. DT = AE ر‎ 
10 CONTINUE و (رقم التسامح) و×ة" رالحد الأعلى للدورات)‎ 
RETURN 
END oy . و“ × (المتجه الابتدائي)‎ 
لتالية من 1 = ا إلى جص = ا اوی ت کک مراع ری رید ایی ری اھ ای ی‎ 1 
هو متجه‎ ×٤۷ چ يتم تعريمها في الرنامج الرنيسي وأن‎ a : نفذ الخطوات التالية من‎ 2 
ب‎ (1) 0 
NEWw,.I. E) N = G(x ) أحسب‎ >3 


SUBROUTINE JACOBI (X. G. N.EPS. MAX. X 1 
DIMENSION X(N). XNEW(N). E(N) : أ أكر عنصر (في القيمة المطلقة) للمتجه‎ 4 
DO 1001 = 1, MAX حسب‎ 
DO10J=1,N E = x" _ x 
10 XNEW (J) = G (J, XN) 
DO201 =1,N 
20 E(J) = XNEW (J) ~ XO) t= max |x" — <| 
CALL MAXIM (E, N. T) r j 
IF (T. LT. EPS) RETURN 
DO30J =1,N د‎ (1) . 
30 x(J) = XNEW () . فاطبع × وتوقف‎ ۲ > ٤ إذا كانت‎ 5 
100 CONTINUE 
RETURN 
END 
.)3( ارجع إلى الخطوة‎ 7 


ی أن 


)1( 
چ استبدل قيمة × بالمتجه KK‏ 


23 طريقة جاوس _ صıدJ (Gauss-Seidel Method)‏ 
لحل المعادلات التالية والتي عددها ۸: 
Xx = 8, (Xs Xs <9 x)‏ 


(Xs Kgs “9 x)‏ ر8 = ر× 


G3.1 
X4 = 8, (X1 Xz» 9 Xa) 
نستعمل في طريقة جاوس - سيدل التتابع التالي:‎ 
> ,ی و‎ 
E 
8 -( ی‎ (+1) 1 x 
: آو بصورة عامة‎ 
(3.2) = ( E ...ر‎ 1 ,×( 
1 Xa 


جاوس - سیدل 

حیث ¡ من 1 إلى 2. Ee a‏ 
وره 
أن في الدورة 1 نستعمل في طريقة جاكوں فيم eR‏ 
فقط» بين نستعما في طريقة جاوس - سيدل آخر قيمة تم 


چ (2.5 فاك 
فى حالة أن ,ع دوال خطية» أي أن نظام المعادلات على الصورة ( 
(3.2) يكن وضعها على الصورة: 
x‏ . 
a,‏ رھ e > a‏ ره ۾ ل = 


مثال (3.1) : 


حل العادلات النطية الآتية في الخال (2.1) بطريقة حاوس - سيدل» 


مبتدئا بنفس القيم الابتدائية مع حساب 3 دورات فقط. 


كما في طريقة جاكوبي» نضع المعادلات أولاً على الصورة: 
3 × - 5) = ,× 
(4 -) /(ر× + x = (> 6 ¬ xX,‏ 


5 /(ر× 2 - 1 -) = × 
وابتداء من 1 = × = × = × نحصل في الدورة الأولى على : 
3 = 3 /( × - 5) ے 9) 


x = (6 - x) + x (/ )- 4( = 2 


2 = = 5 /( ×2 - 1 ) ے )× 
وبالطريقة نفسها نحصل في الدورة الثانية على : 
9 = 3 /( × - 5) = 2 


x0 = )- 6 - x + x (/ (= 4( = 6 


6 = = 5 /( 2×47 - 1 -) = 7× 
وي الدورة الثالفة : 


x = 0.981 
ا‎ = 27 


3 - = ی 


ومقارنة بالحل الصحيح : 


نجد أن طريقة جاوس - سيدل قد أعطت في هذا المشال نتائج أفضل من 
طريقة جاكويء وهذا متوفع حيث إننا نستعمل في طريقة جاوس - سيدل 
القيمه ,× في الدورة (1+«) وهي أقرب إلى الحل الصحيح من *“*. 

نلاحظ أن الخطوات التي تحدد طريقة جاوس - سيدل هى نفسها المستعماة 
ي طريقة جاكويي مع اختلاف الحطوة رقم (3) حيث لا بد هنا من استعال 
(3.2). وتتضح هذه الخطوات ف البرنامج التالي الذي يستعمل الدالة نفسها 6 
المعرفة في البرنامج السابق لطريقة جاكو . 

SUBROUTINE GSM (X, G, N, EPS, MAX, XNEW, I, E) 


DIMENSION X (N), XNEW (N), E (N) 
DO 1001 = 1, MAX 


DO10J =1,N 
10 XNEW (J) = G (J, XNEW, N) 
DO20J =1,N 
20 E(J) = XNEW (J) ¬ X (J) 
CALL MAXIM (E, N, T) 
IF (T. LT. EPS) RETURN 
DO30J =1,N 


30 X(J) = XNEW (J) 

100 CONTINUE 
RETURN 
END 


4 شروط كافية لتقارب طريفة جاكوي وطريقة جاوس - سيد , 
تعتبر الطريقتان المذكورتان من الطرق التتابعية (ء۷ناة٠)‏ وذلك تمييزا ها 

عن الطرق المباشرة (1086اء« ۲١ءنق)‏ . ويتاز الطرق التابعية بأنها صالحة لحل 

المعادلات الخطية وغير الخطية على حد سواء» وهذه ميزة مهمة جدا حيث إن 


أكثر المعادلات التي تواجه العلماء والمهندسين عادة ما تكون غير خحطية. 
تبقی المشكلة التي تواجه الطرق التتابعية وھی عدم 


ولکن 


ل ضمان التقارب إلى الحل 
الصحيح إلا في حالات معينة . ولدراسة هذه الحالات. نبداً بمتسلسلة تايلور 
لدالة ذات أكثر من متغير واحد حول نقطة الحل (× ,... × »), 
E (0, E 6 x) =8 (Xs Xas ×)‏ 
Ei ( Qi (K)‏ 
x (E, x, x) + AX gx, r , ×‏ ۸+ 
Ax, 8 (Xx, Xa, 0 (‏ + ...+ 


حيث څ هي قيم مجهولة تقع بين × و وحين: 


شل مقدار الخطأ في التقدير × . 
اا اتتا لوت اتر زیا یل ل ۽ 
Ei (%0‏ $ + 

x 1 x + Z ) 4% 


jî 


(4.2) 


حیث ب التفان a‏ ی 9 5 
Ai |<o<1‏ | $ 
a;‏ | ته = o‏ )4.3( 
ف نطاو =“ 
ك توي على نقطة الحل والتقط التقرييةء فإنه من (4.2) ينتج أن: 


|4| < o, 4X; |4 


(4.4) 

a‏ أكبر قيمة تأخذه 2ر لجميم قيم أ (من 1 إلى ه). إذا 
. من 0 = إلى ۳ = k‏ نحصل عل : 

o" max, |2|‏ < |47| (5ک4 


وحيث إن ت تم افتراضها بأنها أقل من الراحد فان 


0ھ" 


كلا زادت قيمة ص. وبالتالى فإن الخيل '"'' 8 يورك إلى الضف ون 
ر ووت ر ر زو حدث 

التقارب المطلوب . 
لاحظ أن شرط التقارب (4.3) قد يكون صعب التحقيق مر الناحة الىلة 
وذلك لاشتراط صحته ف نطاف توي على جيه النقط التقريية ونقطة الحا 


ولكن النتيجة التي تحصلنا عليها مفيدة جدا في حد دا كا سيتضد في بعد 
أول تطبیق کل النتيحة هو حل امغاوات حصبة بطر بقة حکرں حیث 


n 
)4 ر(‎ E ete . x, = [b> 2 a,x a, 


j 


1 


ومنہا نحصل على : 


08 _ aij 
Xj Aii 
: وبالتالي‎ 
= 3 8i 5 و‎ 
ا‎ 2| 1 


إذن يتحقق التقارب نحو الحل إذا تحققت الحالة : 


3 (4.5( 
la.‏ < اھا 2 : 
A ِ‏ القطرية أكبر من حيث القيمة المطلقة من ج ل 

ولي ات ات الع صي ی بأنہا ذات قطر ساند 


العناصر ف الصف نقسه» 
Diagonally dominant matrix‏ . الشرط (5. a‏ 
سيدل» أي أن هذه الطريقة تحقق التقارب : 
الشرط. إلا أن إثبات ذلك تلف بعض الشيء عن 


66 


مثال (4.1) : 


بين أن طريقة جاكوبي أو طريقة جاوس - سيدل تحقق التقارب عند حل 
المعادلات التالية : 


5%, + x ¬ 2X, =1 
Xx, 7 4X + Xg = ~1 
2x, ¬ ×, + 6, = 8 


ا۹ا + اھا = ۱-2 + 1| < 5 = اھا 
اریة| + رة = |1| + |1| < 4 = اھا 
ادوا + اھا = 1 1-| + ۱2 < 6 = اہہھا 
وهو الشرط الكافي لتحقيق التقارب في كلتا الطريقتين . 
ملاحظة : 


حيث إن ترتيب المعادلات لا يؤثر على الحل الصحيح لمذه المعادلات» فمن 
الأافضل ترتيب هذه المعادلات بحيث يكون المعامل القطري أكبر ما يكن من 
حيث القيمة المطلقة ‏ وذلك لغرض إحداث التقارب. 


مثال (4.2) : 
رتب المعادلات التالية بطريقة مناسبة لطريقة جاكوبي أو جاوس - سيدل: 


Xx, ¬ 3x + x =4 
Xx, + 2x, + Sx, = - 7 


2x, + x =3 


هذه المعادلات يجب ترتيبها على النحو التالي : 


E 
=3 


x, + ر×2‎ + 5× = 3 


بحيث أصبح العنصر القطري أكر ما يكن . 


مثال (4.3) : 
اكتب الصيغة المناسبة لحل المعادلتين التاليتين بعلريقة حاكوبي: 


2 
Xx +y=5 


y+ x =1 


a .‏ 1 2 0 
هاتان المعادلتان ها حلان حقيقيان» وکن الخحصول على فيم نار مما 
ر 2.1. 
من الرسم كما في شكل ( 


واضح من الرسم أن نقطي الحل هما تقريباً (2 ,2-) ,(2- ,2-). لو 
وضعنا: 


x= ,ع‎ (Y> x= 1Y 


y=) لج‎ = 5 - × 


فإن : 
81 _ 8 
2 رو êx‏ 
82 ے 82 
hS‏ 


إذن فعند النقطة (2,2-) نجد أن: 
81 
a + |=‏ 
2 0 
=| # | 
والقيم نفسها عند النقطة (2- ,2-). وهذا يعني أن الشرط الكافي ااا 
(4.3) لا يتحقق» وعلينا إذن تغيير الدالتين ,ع ورع لتحقيق التقارب. إذا 
أخذنا: 
(x,y) = - ۷ 5-y‏ ,8 
(x,y) = ۷ 1-x‏ ر8 


فإن هاتين الدالتين هما النقطة الثابتة نفسها وهي تقريباً (2 ,2-). نلاحظ 1 
الآن أن: 


رر ی 4 و a‏ 


0= ,0-7 ج 


وبالتالي فعند النقطة (2 ,2-) نجد أن: 


چ کے ےا 8ı‏ 

E | م‎ | ûy 2۷3 

d82 082 2 1 
REIS 


وطبعاً هذا لا يعني أن شرط التقارب قد تحقق لأننا حققنا هذه المبابنة عند 
نقطة واحدة فقط بينم بجحب تحقيقها في منطقة تحتوي على الجحل وعلى النقطة 
الابتدائية . ولكن لقرب النقطة (2 ,2-) من الحل الصحيح. فإنما لو أخذت 
كنقطة ابتدائية» هناك احتمال كبر لتحقیق التقارب . 


تمارین )1( 


1- بین تارضم آن المعادلتين الآتيتين )ا حلان: 
x -y=1‏ 
2- = ”ر x‏ 
وأوجد من الرسم القيم التقريبية هذين الحلين . 
2- إذا كان عمر شخص × مضافا إلى مربع عمر شخص 
وکان مریع عر × فضافاً إل عجر و هو 645:فاوجد 
منا . 
3 حل المعادلات التالية بطريقة جاكوي : 


آخر و يساوي 425 
بالرسم عمر کل 


10 + ب‎ + × + × 3 
Xı + 10x — 
1; 10 XxX + X4 = 11 


* 7X + 10x, — x= 9 


ابتداء من : 


وحساب 3 دورات فقط . 


أکتب الرنامج الفرعي (۸ ,× ,6)1 لوصف الدالة (K1 Xa» X3» Xx‏ 8 ف 
رين (3). 
أكتب البرنامج الفرعي (8 ,4 N,‏ ,× ,1) 6 لوصف الدالة: 
n‏ 
Bj (X1 X2, <, Xa) = (Di = 2, 4j Xj) 3ii‏ 
j=1‏ 
واستعمال هذه الدالة لكتابة برنامج فرعي لحل المعادلات الخطية 
8= ×۸ في × مجهول بطريقة جاكوبي. 
حل المعادلات في تمرين (3) بطريقة جاوس - سيدل. 
اا البرنامج المطلوب في تمرين (5) بطريقة حاوس - سيدل. 
ان أن حل المعادلات في تمرين (1) يناظر النقاط الثابتة للدوال: 
)x,۷( =X -1‏ رع ,2 - = )۷( ,£ 
ات د أن طريقة جاكوبي باستخدام هاتين الدالتين لا تؤدي إلى الحل. 
«حه ب أن استخدام الدوال التالية : 
gE, (YJ) = V Ty, g(x,y) = V x+2‏ 
في طريقة جاكوبي يؤدي إلى الحل الموجب إذا كانت نقطة البداية قريية 
من هذا الحل , (أي الحل الذي يقع في المنطقة 0 < × ,0 < ل). 


رنب العادلات التالية بطريقة مناسبة لاستخدام طريقة جاكوبي وجاوس - 
سیدل : 


¥ ¬ Sx, + xg ¬ xX, =1 
X + X ¬ Xş + 6X, =2 
e 

2x, + x + 10x, + 2x, = 3 


RG (A. 8. N.C. ( أكتب البرنامج الفرعي‎ 10 


SUBROUTINE REA‏ اذى 
يقوم بترتیب المعادلات 8 = ×۸ وتصبح C% =D‏ حی یکون التقارب 
ف طريقة جاكوبي أو جاوس - سيدل أكثر احتما 


افصل اثا 


11- استعمل الرنامج الفرعي في تمرين (10) في برنامج رئيسي لحل المعادلات 


حل المعادلات الخنطية بالطرق المباشرة 
لخطية = ×۸. افترض أن 10 = × وأن المعاملات تتم قراء تما ني ٤‏ 
er‏ و Solution of Linear Equations by‏ 
Direct Methods )‏ 


تعتبر الطرق التتابعية وسيلة ضرورية لحل المعادلات غير الخطية» ولكن إذا 
کانت هذه المعادلات خطية فلدينا الاختيار بين استعمال هذه الطرق التتابعية أو 
الطرق الرياضية المباشرة المستعملة في الجبر الخطي» في هذا الفصل نناقش مزايا 
وعيوب هذا النوع من الطرق. 
3.1 طريقة الحذف لجاوس 


لتوضيح هذه الطريقة» ندرس الحالة 4 = م 


(أي ار بع معادلات وأربعة 
مجاهيل) وهي : 
X3 + 4,4 X4 7 b,‏ و4 + 312*2 ۳ ,* a,‏ 
= ڕ× 


4 * × ور ٣‏ × ور + × رھ 

1.1 =b 

a44 3‏ + د دو ٣‏ 2× ےو + ,× و ) 
b‏ = 

x, + a, X, + 3, X; * 44*4 4 

الخطوة 


1 رالرابعة. 


,34 
الأرلى لي ا لحل هي التحلص من × في المعادلة الثانية والثالفة 
نضرب ولا المعادلة الأولى ي را حیث: 


۰ چ ي 9 


)1( 88 0( )1( )0( 
ر = 4× ,ر + +a x,‏ ر3 
| 

a + ta 

7 = َة 

j= 2,3,4 

(D _ 
bı = bر‎ + bı b, 


وبضرب المعادلة الأولى في : 


a31 
کے ع‎ 
31 a11 


وإضافة الناتج للمعادلة الثالثة نحصل على : 


0» (» mM _ «D 
و4 ۳ × و3‎ × ٣ Xڕ‎ = b, 


حیث : 


MM _ 4 
۵ > زو‎ + f 
و‎ 


 _ 
وط‎ = by + tı b, 


وبنفس الطريقة يكن الحصول على المعادلة : 


ى _ ,® » 
ہا = پ× 3 + و× م + × ۾ 


حیث : 


@ 
زب مأ * ي = پ3 


(1.3) 


(1.4) 


(1.5) 


(1.6) 


(1.7) 


(1.8) 


(1.9) 


(1.10) 


(1.11) 


يكن التخلص من ر× في المعادلة الثالة 


(D 
(1.12) bP = b, * t4, P, 


a41 


(1.13) aS a 
: إذن للتخلص من ,× ف المعادلة الثانية والثالثة والرابعة نجري التحويل‎ 


(0 _ 
a, = 3j 2 ز۹ رأ‎ 


(1.14) 
b 8 bı + ti1 b, 


(1.15) 
خیٹ: 


ij = 2,3,4 


a a t2 1 
i 


)1.16( 
و + = ی a‏ 


حیٹ : 
(بافتراض #0 a‏ 
)1( 


ai2 
2 


( 


2 321 


1.18) 
i, ث‎ 3, 4 


وأخیراء زی 0 
نتخلص من × في المعادلة بال 
د* في المعادلة الرابعة بالتحویل : 


2 + t4 
0) ¢ 34 
a 4 4 


ف 1.19 
وړا + p2 = b2‏ کن 
حیٹ : 2 

a 2 0 0) 

ووه ٣٣ا‏ )1.21( 
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وبذلك نكون قد حولنا نظام المعادلات )1.١(‏ إلى الصورة الملثية 0 ولعم : 


3ı, X, + aX, + 44 X, + = b, 


a () (0) 1‏ 
۳ = ړ× ر3 3 ڕ× 4 F‏ ر× رر 


2 aT 
a = 
ي:‎ cback-substitution وهر نظام سهل الحل بطريقة التعويض إلى الف‎ 
ړ×‎ = b™/ a 
)1.23( x = [b2 4 a2 xJ /a2 
ی له - یه - = ر‎ 
کاو ت و“ اک‎ x,J]/ a 
8 = 0:1:2 مع ملاحظة اننا قد افترضنا از "4 لا تساوي را خ3‎ 
(1.24) واعتبار:‎ 


a= a. 0 b 
ولة کا‎ se n ۷ Ak j 

e‏ تة لظام معادلات من 
والآن نحاول تعميم الخطوات السابقة لنة م 


1 نفد الخطوة (2) من K=1‏ إلى .K=۸-1‏ 
2 من 1+ =k‏ إل =n‏ ومن 1+k=ز‏ إلى ١ز‏ 
أحسب: 


(1.25) 


»-( و 
1k 3y‏ ا )1.26( 
p0 =5 «k-1)‏ 
i b PF ty b,‏ 


ا ا 


حیث : 


(kD), (k=) 
4 


(1.27 t= a a 


وعلى افتراض أن 0 ي4 
3 أوجد الحل بطريقة التعويض إلى الخلف» أي أحسب: 
(n-1) (n=l)‏ 


(1.28) x=b, la. 


ثم من 1 - ١‏ = إلى 1 = ا أحسب: 
(i-1) (i-1)‏ 
a x].‏ 


مثال (1.1) : 
حل المعادلات التالية بطريقة الحذف لجاوس . 


(1.29) x= [b> 


j=i+1‏ چ 


2x, + ر×‎ = × = 5 
x, + 2x, + 4x, = 10 
5×, + ر×4‎ ¬ × = 4 


ا : 
ولا نتخلص من ,× في المعادلة الشانية وذلك بضرب المعادلة الأولى 


حیث 


في ړا 
5 - = 1/2 - = را 
وإضافة الناتج للمعادلة الثانية لينتج : 
5 = و× 4.5 + ,× 1.5 
دبثغس الطريقة نتخلص من ,× في المعادلة الثالئة حيث: 


ویج : 5 - = 5/2 - = رپا 


1.5 × + 1.5 × = 15 


والآن نتخلص من ر× في المعادلة الأخيرة وذلك بضرب المعادلة الثانية 
(الجديدة) في: 
1- = 1.5/1.5 - = 


وإضافتها للمعادلة الثالثة لينتج 


جوا 


6 - چو = 
إذن يتحول نظام المعادلات إلى الصورة المثلثية التالية : 
5 = × ¬ ر× ۴ ,×2 
1.5x, + 4.5 ×4 = 5‏ 
6 ¬ = ×3 - 
والحل الآن مباشر بطريقة التعويض إلى الحلف حيث : 
Xx =2‏ 
1 - = 2(4.5([/1.5 - 7.5[ = 


=] ¬ (-1( + 2/2 = 4 


ملاحظة : 
عادة ما نكتب الحل باستعمال الملصفوفات عل اللحو التالي (بالنسبه 
السابق) : 
2 
7 

2 1 -1 § 

7.5 45 1.5 0 ڪڪ 4 5 

4 0 1.5 15 1.5 


* ی 


عملية الارتكاز ع٣‏ ا۴۷0 


لقد تجنبنا حتى الآن التعرض للسؤال: ماذا لو کانت 0= ۳ ؟ مشلا: 
ماذا لو كانت ,هة في البداية تساوي صفراً؟ وحيث إن ترتيب المعادلات لا يؤثر 

على الحل» فبالامکان تجتّب هذه المشكلة باستبدال المعادلة الأولى بمعادلة أخحرى 
ولتكن المعادلة رقم " بحيث ,ةه لا يساوي صفراء أو بطريقة أفضل نبحث 
عن المعادلة " التي فيها ة أكبر من ,4 لجحميع قيم ذ من 1 إلى .١‏ هذه 
العملية تجنبنا القسمة على الصفر إلى جانب التقليل من الخحطأ الناتج عن 
التقريب» وتسمى هذه العملية بالارتكاز نا۴۷ كا يسمى العنصر “٠‏ ي 
عامل الارتكاز ۲١٤۳ءا‏ ۴1۷0۲ . إذن بصورة عامة» فإن عملية الارتكاز هي 
إيجاد أكبر عنصر من حيث القيمة الطلقة في العمود" 4 ابعداء من » = 1 إلى 
۸ = 1 واستبدال الصف الذي يقع فيه هذا العنصر بالصف kK‏ =1. آما إذا کان 
هذا العنصر الأكر هو أيضاً یساوئ, ضفرا فذلك يعني أن المحددة تساوي صفراً 
وليس هناك حل وحید. 


الآن ز 2 f i‏ 
و د نعيد خوارزمية الحدف جاوس بصورة أكثر دقة: 


1 حدد المعطيات : _ المصفوفة ۸ ذات أبعاد ٠‏ × و. 
- المحجه الثابت 8 ويتكون من ١‏ عنصر 
EPS -‏ (رقم صغیر موجب لقیاس عامل الارتكاز) 
2ے اداه 
ابتداءٌ من 1= إلى 1-=« نفد الخطوات () ,(4). 
3 و 2 
ثم بعملية الارتكاز والاستبدال. إذا كان عامل الارتكاز صغيراً توقف 
من 1 + <k‏ إلى « = وكذلك من 1 + ) = ز إل « = ز أوجد: 
ty = ¬ a kk‏ 
a, < 4 * ik Aj‏ 
b, —b, + tı, Px‏ 
حت السهم س يعني عملية «إحلال عل» . 
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ك قم بعملية التعويض إلى الخلف كم في (1.28) و(1.29) لإمجاد الححل 


المطلوب . 


لتحويل هذه الخطوات لبنامج فورتران نبدا أولا بكتابة برنامج فرعي لعملية 
الارتكاز حيث يتم إمجاد أكر عنصر أسفل العنصر الققطري 1 واستبدال 


الصفين × ,1 حيث »,ه هو العنصر الأكر قيمة مطلقة أسفل 1 . 


SUBROUTINE PIVOT (A, B,N,K, L) 
DIMENSION A (N, N), B(N) 

KI =K +1 

L=K 

BIG = A (K. K) 

DO 101 = KI1,N 

IF (ABS (A(I, K)) — ABS (BIG)) 10, 10, 20 


BIG = A (I, K) 
L=[ 
CONTINUE 


IF (L. EQ. K) RETURN 
DO30J = KN 
TEMP = A (K, J) 
A(K.J) = A(L, J) 
A (L. J) = TEMP 
CONTINUE 
TEMP = B (K) 
B(K)= B(L) 

B(L) = TEMP 
RETURN 
END 


20 


SUBROUTINE BKSUB (A, B, N, X) 
DIMENSION A (N, N), B(N), X(N) 
X(N) = B(N)/ A(N, N) 
DO101=2,N 
J=N-1+1 
SUM =0 
J1=J+1 
DO20K = J1.N 
SUM = SUM + A(J, K) * X (K) 
20 CONTINUE 
X(J) = (B(J) — SUM) / A (J, J) 
10 CONTINUE 
RETURN 
END 


والآن نستعمل البرنامجين في البرنامج الفرعي التالي لحل معادلات عددها 
بطريقة الحذف لحاوس . في حالة أن المعادلات ليس ها حل وحيد فإن 


الرنامج يتوقف مع ع وضع المتغر 1۴_۸6 يساوي صقرا 


SUBROUTINE GEM (A, B, N, X, EPS, IFLAOG) 
DIMENSION A(N, N), B(N), X(N) 

IFLAG =0 

NI=N-1 

DO 100 k = 1, N1 

CALL PIVOT (A, B, N, K, L) 

IF (ABS (A(K, K)). LT. EPS) RETURN 

K1 =K+1 

DO 1001 = K1,N 

T= — A (l1, k)/ A (k, k) 


DO20J = K1,N 
20 A (I,J) = A (1, J) + T* A (K, J) 
B(I) = B(I) + T* B (Kk) 
100 CONTINUE 


IF (ABS (A(N. N)). LT. EPS) RETURN 
CALL BKSUB (A, B, N, X) 

IFLAG =1 

RETURN 

END 


Determinants ٽlıدحll ساب‎ 2.2 


بالإمكان استعمال طريقة الحذف لجاوس لاإيجاد قيمة محددة مصفوفة مربعة 
(أي تتكون من "١‏ صف و ١‏ عمود) وذلك على النحو التالي : 


1- تويل المصفوفة الى مصفوفة مثلثية مع ملاحظة أن إشارة المحددة تتغير 
کل استبدلنا صفین . 


2= إمجاد قيمة المحددة من حاصل ضرب العناصر القطرية للمصفوفة المثلثية . 


مثال (2.1) : 


أوجد محددة المصفوفة 
مع استعال عملية الارتكاز 


۹ 
1 4 1 1 
det | د‎ e 0 2 

١ 4 1 1 4 1 
det | 0 2 3 =-det 0 2 3 
L0 -5 26 0 0 25%5 


و1 - = (2.25 (42- ^ 


اللصفو َة 4 ذات 
1 جال لحساب DET‏ عددة 
والآن نقوم بكتابة البرنامج التالي ٠‏ 
الأبعاد N × N‏ 
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SUBROUTINE DETRM (A. N. DET, EPS) 
DIMENSION A (N, N) 

NI=N-1 

SIGN =1 

DO60K =1,N1 

CALL PIVOTD (A, N, K, M) 

IF (K. NE. M) SIGN = SIGN * (-1) 
IF (ABS (A (K. K)). GT. EPS) GO TO 10 
DET = 0 

RETURN 

K1 =K+1 

DO 501 = K1,N 

T= -A(l, K)/A(K,K) 

DO 40J = K1,N 

A (l, J) = A(I, J) + T* A (K, J) 
CONTINUE 

CONTINUE 

CONTINUE 

DET =1 

DO71=1,N 

DET = DET * A (I, D) 

CONTINUE 

DET = DET * SIGN 

RETURN 

END 
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لاحظ أن هذا الرنامج الذي يحسب المحددة 0٤۲‏ يتاج إلى برنامج فرعي 
وهو مشابه للبرنامج الفرعي ۶1۷0١‏ مع الاختلاف الوحيد في عدم 
وجود المتجه B‏ حیٹ لا لزوم له في PIVOTD‏ .„. 


Cramer’s Rule ڌر‎ aيرط‎ 3.3 


n 


آ_ 


و. 


في هذه الطريقة» نتحصل على حل المعادلات 8 = ×۸ من الصيغة: 


حمث © هي الصفوفة ۸ مع وضع المتجه 8 لي العمود )من هذه 


= 1,2 


k 


det (C,) 


det (A) 


G-1) 


الصفوفة. إلا أن هذه الطريقة لا تستعمل عادة في حل المعادلات الخطية 
حاصة إذا زاد عدد المعادلات عن ثلاث» وذلك لأنها تتطلب حساب 1+ م 
محددة. وما كانت كل عغددة تتطلب قرا العمليات نفسها لحل المعادلات 
بطريقة الحذف» فإن ايجهود المبذول في طريقة كرامر يساوي تقرياً 1+« من 
المرات ذلك في طريقة الحذف لجاوس. 
4 حل عدة أنظمة من المعادلات ذات مصفوفة معاملات واحدة 

أحياناً قد نحتاج لحل عدة أنظمة خطية من المعادلات ذات مصفوفة 
معاملات واحدة. فمثلى قد نحتاج لحل النظامين : 


(4.1) AXÛ = B™, ax2 B2 


ا 
سحہسا . 


11 x 
( ١ 12 
X1 , x ج‎ 6 
HE ` oJ LL Xw 
B» 11 3 ٣ ۹ 
B'” = 
٠ رر‎ 
جه ا ث‎ Dra 
حیث:‎ 4× = 8 
كتابة (1 4 كنظام واحد وهر‎ 
1 a a زلاحظ انه بالإمکان ود‎ 
1n ۳ 
a 1 *2 Db. b 
2ı a 
0 2n ×21 × b1 b 
21 22 
a 3 a = 
nn XxX Xx 
n1 X2 b b 
n1 n2 
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بصورة عامة فإن النظام 8 = ×۸ حيث 4 هي ×١‏ والمصفوفات × ,8 هى 
Aim‏ (أي تحتوي على ١‏ صف و" عمود) يمثل "× معادلة. لاحظ أن 
1 = " تمثل النظام الواحد الذي سبقت دراسته. 

بالإمكان تطبيق طريقة الحذف لحاوس بنفس الخطوات لالة النظام الواحد 


(1 = ۳) وذلك بتحويل (4.2) إلى نظام مثلشي ثم اتباع طريقة التعويض إلى 
الخلف. 


3.5 معکوس المصفوة (Inverse)‏ 
معكوس المصفوفة ۸ التكونة من ١‏ صف و ١‏ عمود هو المصفوفة × المتكونة 
أیضا من ١‏ صف و ٩‏ عمود بحیٹ : 
AX =1‏ 5.1( 
حيث 1 هي مصفوفة الوحدة المتكونة هي أيضاً من " صف و" عمود وجميع 


e‏ أصفار ما عدا العناصر القطرية فهي تساوي الواحد الصحيح› آي 
ل 


من هذا يته يمكن حساب المعكوس وذلك بحل المعادلات (5.1) 
: ف لحاوس ثم استعمال التعويض إلى الخلف. لاحظ أنه عادة ما 
رهز للمعكوس بالرمر ١ء‏ وآننه إذا عرضا "۸ فبالإمكان عل المادلات 


بطريقة الحز 


AX z= B‏ و 
X=AB‏ (2) 
ن مزابا هذه الطريقة (أي ياد العکوس ثم الضرب في 8) أنه لو غيرنا في 


a 


الصفوفة 8 بحيث أصبحت ١‏ فإن الحل يبقى سهلً أي لحل € = ۸ نوجد: 


X= A cC 


تمارین )1( 


اق النج: 


1 -1 2 0 X1 -3 
0 1 2% 3 %5 9 
a e 2 ج و‎ 3 
5: 0 1 X4 _7 


واستعمل طريقة الحذف لحاوس لحل هذه المعادلات . استعمل 5 خانات 
في الحسابات وقارن الحل الذي تتحصل عليه با حل الصحيح . 
2- أكتب البرنامج الرئيسي اللازم لحل المعادلات في تمرين (1) مستعملا 
البرنامج الفرعي ٤M‏ . 
د ة اللازمة 
3- تتبع البرنامج الفرعى GE۷‏ واحسب عدد العمليات الحسابية اللاز 
لتنفيذ هذا البرنامج إذا كانت .N=10‏ عمم النتيجة لأي .١‏ 
AX = B alli a‏ 
4- (طريقة جاوس - جوردان) تستعمل هذه و اا 
کا یلي: تستعمل المعادلة » للتخلص من × من جيع المعاد ت 
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(وليس من المعادلات ۸+1 إلى ” كا في طريقة الحذف لجاوس) لنحصل 


على النظام 

a 0 .. 0 * د‎ 
1 

0 a 0 x p۳ 

O0 a xX ٣ 


وبهذا نستخني عن عملية التعويض إلى الخلف في. طريقة جاوس . 

.»1« استعمل طريقة جوردان لحل نظام المعادلات في تمرين‎ «i 
«ب» أكتب برنامجاً فرعياً هذه الطريقة لحل المعادلات 8 = ×ه.‎ 
.۸ «حه أكتب برناجاً فرعاً هذه الطريقة لحساب معكوس مصفوفة‎ 


حل المعادلات في تمرين »1« بطريقة كرامر. أحسب عدد العمليات 
الحسابية اللازمة هذا الحل وقارنما بطريقة الحذف لجاوس. 


أكتب البرنامج الفرعي حل المعادلات 8 = × بطريقة كرامر مستعم 
البرنامج الفرعي ٤۲۸M‏ , 


أحسب عدد العمليات الحسابية اللا 


زمة لحل المعادلات 8 = × حيث 
, #جهان من × عنصر بطريقة كرامر. قارن العدد بتمرين (3). 
أكتب برنامجاً فر 


لحل نظام المعادلات 8 = ×۸ حيث 


اي A‏ مصفوفة 

E ٠‏ وعمود» و× مصفوفة تتکون من د صف و عمود و8 
ج کو من 1 صف وھ عرو وذلك بطريقة الحذف لحاوس . 
ستعمل الرنامج الفرعي 


في تمرين (8) في كتابة برتام و 
کوس ضفرت ریو فاا کا اي وود 


'_ بطريقة الحذف لجاوس. 
ب - بطريقة جاوس - جوردان (انظر تمرين 4) . 
1- أكتب برنامجاً رئيسياً لحساب المتجهات "× ,× .... ,"× من 
العلاقة : 
AX ** * ×‏ 
والمتجه الابتدائي : 


1 
1 
× _ 1 
1 


وحيث 4 المصفوفة في تمرين «10»» 
3 ا البرنامج الفرعي GEM‏ . 


مصفوفة . 
وب» مستعملا البرنامج الفرعي 1۷۴58 لإجاد معکوس 


وھ ا الطريقتين أفضل؟ 


2 _ إثبت العلاقة : 


۾ 1 
3ã‏ و3 2 a11 a,‏ 0 3 
و4 32 11 هه هه 0 0 11 
ية ية ية 0٥° 0 a۵‏ 1 ا“ 
وي3 يي 3 


Ek: 


ماذا تستنتج من هذه العلاقة؟ 


لاحظ أن البرنامج الفرعي B۸SU8‏ يستعمل لحل المعادلات 8 = )لا 
حيث لا مصفوفة مثلثية علوية (أي أن جميع عناصرها التي تحت القطر 
أصفار) . بطريقة مشابمةء أكتب البرنامج الفرعي المناظر لحل المعادلات 
8 = ×1 حيث ا مصفوفة مثلثية سفلية (أي أن جميع عناصرها التي 
فوق القطر أصفار) . 


أكتب برنامجاً فرعياً لحل المعادلات 8 = ۸ حيث ا1 = ۸ 
والمصفوفتان ا ,ا مثلثيتان الأولى علوية والفانية سفلية (انظر تمرين 
8 استعمل البرنامجين الفرعيين في تمرين (13). 


أكتب برنامجين فرعيين. الأول لإيجاد معكوس مصفوفة مثلثية سفلية 1ء 


والثاني لإجاد معکوس مصفوفة مثلثية علوية لا واستعمل هذين 
الرنابجين ي إيجاد معكوس مصفوفة ۸ حيث ل1 = 4 (لاحظ أن: 
(A =U L‏ 


7-< افط الع 


الإستكمال 
interpolation‏ 


1 مقدمة 

في حياتنا اليوميةء نستخدم «الاستكال» بالبداهة دون أن نعرف ما هو. فإذا 
كانت درجة الحرارة عند الساعة الثانية 7 وكانت عند الساعة الثالثة °29 فماذا 
نتوقع أن تكون درجة الحرارة عند الساعة الثاني والتصف؟ طبعاً الجواب °28. 
وذلك لأن درجة الحرارة تزداد كا يبدو معدل درجتين في الساعة وبالتالي تزداد 
درجة واحدة في زوف ساعة . ولكن ماذا عن درجة الحرارة عند الساعة الثانية 
وعشرين دقيقة مثلا؟ ذلك بحتاج إلى شيء من الحسابات وهذا هو موضوع هذا 


الفصل . 
2 الاستکال الخطي (Linear Interpolation)‏ 


تسمى الدالة : 
)2.1( 


P(*) = a, + a, x + a, x + ... + a, x" 
أحياناً بالإسم كثيرة الحدود‎ 
)×( في حال 1 = ۵ ثل‎ 
ت طتان‎ 


بدالة متعددة الحدود ھ۸0۳ راه (وتعرف 

وأحيانا بالحدودية) وتسمى 1 هنا بدرجة هذه الدالة. 

هندسياً خطاً مستقي. وكا هو معلوم» فإنه يكفي لتحديد خط مستا 
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ير بهاء ويسمى في هذه الحالة بخط الاستكمال حيث يكن ار تة 
(استكمال) نقطة ثالثة . 8 اا 


مثال (2.1): 
أوجد خط الاستكال المار بالنقطتين 


(1,0) و (2,.301) . 


في هذه الحالة نفترض : 


p(x) = 3 8 a, x 
p(1) = a, + a, =0 
P(2) = a, + 2a, = 01 


إذن: 


وھما معادلتان خحطیتان ف مجهولين انين هما المعاملان «a,‏ 3 وحلهھ) هو: 
1. - = ر 01. = a,‏ 
وبالتالي فإن : )1 - P(x) = .301 (x‏ 
ملاحظة : 
نلاحظ في الخال السابق أن: 
€og (1) = 0‏ 
301. = )2( €08 
€ الفترة 
وبالتالي فإن P)×(‏ التي تنا عليها هي تقريب للدالة (×)08) ك 
(1,2). فمثلا: بمکننا تقریب (1.5)ع‰0 من (1.5)ص کالآي: 
)1.5-1( 301. = )1.5( €0 
1505. = 
والقيمة الصحيحة هي : 
1761. = )€08(1.5 
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ويمكن توضيح ذلك بالرسم كا في الشكل (2.1). 


بصورة عامة فإن إيجاد خط الاستكال: 


p(x) = a, * a,* 
(xo Yo) <“ “r ر بالنقطتین: (ړر‎ 
: يتطلب حل النظام‎ 
1 × 


a, Yo 
a, Y1 
الاستکال الر‎ 2.3 


i4 
(Quadratic Interpolation) +: 
هو عملية إبجاد متعددة الحدور د‎ 


من الدر. بجة الثانية (قطع مکایء): 
2 
ا *×رa‏ + p(x) = a, * a,x‏ 


(Kos Yo)» (X’ y( و‎ ۷ 2( 
کے‎ 


س 
aor aaa‏ 


تک ف سے ے ےا بون 


وجب أن تحقق ما يلي : 


_ِ 2 
P(xo = 4 + ۹ Xx * ر‎ 07 ¥0 
p(x,) = a, * a, X, + a, X= Y, 
2 
p(x) = a, + a, x * aر‎ Xر‎ = J, 
أو بصورة أخرى:‎ 
1 2 
Xo *o 3 Yo 
11 * 5 
(3.1) 0 3 ك‎ Y1 
x x 
2 2 a Y2 


مثال (3.1) : 


أوجد متعددة الحدود التي تعر بالنقط : 


f(0) = 1, f(1) = 2, f(2) = 1 


نظام (3.1) 
نظراً لوجود ثلاث نقطء فإن درجة متعددة الحدود هي ٠2‏ النظام ( 


یعطی ق هذه الحالة : 
ã‏ 0 0 1 
0 
2 8 : 1 1 1 
و 4 2 1 
2 


وبحل هذا النظام نخصل على : 
a = 1, a, = 2, a = -1‏ 
ي ان: 
P(x) = 1 + 2x — x2‏ 
لاحظ أن هذه الدالة تحقتى فعا النةط الثلاث المعطيات ٠‏ 
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4 الاستكال بمتغددة الحدود من الدرجة " 
متعددة الحدود (2.1) المارة بالنقط : 


(Xo Yo) (%1 Y1) (KY 


يجب أن تحقق ما يى : 


n 
p(xo) = a, * 4, Xo * --- * An Xo 7 Yo 

n 
p(x) = a, + a, X, * -.. * a, * 7Y 

n 
p(x) = a, + 4, Xq + < * Aq *n 7 Yn 


وهي شل 1 + « معادلة خطيةء ويكن كتابتها على الشكل : 


1 Xx * ™ %0 30 
1%, x x a, 
(4.1) ی‎ 
1 Xx x e a ا‎ 
Yo ا‎ 
Yı 
4 
و ت‎ 
Lû jai Vandermond سمى مصفوفة هذا النظام بمصفوفة فاندرموند‎ 
2 | بالرمز ۷ . لاط‎ 
v= 1 (i= 12 ,n +1) 
5 3 £ 
42) Vj =x j= 2,3, ..,n +۴ ) 
Ko 


مثال (4.1) : 


أكتب مصفوفة فاندرموند إذا كانت 


ال f‏ ثابت 2 اله 
دالة (×)۴ وعدد ثابت 1 يسمى عادة الزيادة »|«٥۴۵۳”8۸۲‏ فإننا نرف مؤثر 


الفروق المتقدمة ۸ من: 


AY; = Yi, 7 Yj = f(x; + h) ¬ f(x) 


)5.1( 
ا ونعرف مؤثر الفروق المتأخرة ۷ من: 
)3 = پچ کد ا د وک پر۷ 52 
ا . TOE‏ 62 
e 1 3 9 27‏ المركزية 8 من: 
ت h‏ 
f)» = )‏ - ( > 
8y = Yi Jy, = + 3 ) = 0% = 2‏ 
مغال (4.2) : 2 Ji ia‏ (5.3) 
ونعرف مؤثر الا زاحة 0 
برنامج فرعي لإ اد معاملات متعددة الحدود بحل النظام 4.1( . مؤثر الأإزاحة E‏ من: 
المعطيات قي هذا البرنامج مي النقط (۲ ,×) وعددها 1 والإخراج هو Ey, = y;,, = f(x; + h)‏ )5.4( 
مامات € رعندها آيضا 1١‏ أي أن الدرجة هي 04-1). تعمل ي وبالتالي فإن : 
هذا الرنامج حل امعادلات (4.1) بواسطة الرنامج الفرعي 6EM‏ الذي e‏ 
کتبناه فی ال إلا i n‏ 1 
فى الفصل بی 
Ay, = (E > DY,‏ (55) 
SUBROUTINE INTRP (X, Y, M, C, EPS, IFLAG, V)‏ عت ھی وی الوا ا اا 
e DIMENSION X(M), Y(M), C(M), V(M, M)‏ 
DO101= 1,M‏ 8 
L1) =1‏ | 
0 من (5.5) نحصل على العلاقة : 
DO201=1,M‏ 
A= Ei DO201=1 N‏ 
V1 + 1) = x) * vq »‏ 2 8 
il 2 OEM (V. Y, M, C, EPS, IFLAG)‏ ۴ 
E‏ الفروق المذكورة أعلاه ت 
5 َ كورة أعلاه تعتبر من المرتبة الأ ا ا 
المتقدمة من المرتبة الثانية بأنه: من المرتبة الأولى» ويكن تعريف مؤثر الفروق 
ق الم )0 ۸y, = A۵ )۵۷( Finite Difre nce‏ 
4.5 مۇثرات الفروفى المتتهية Perators‏ ۲ یرن لدبا 
إذا كانت لدينا فثة من إلإعداد المرتبة الد دو 


اي آن: 
Ay = A iı 7Y)‏ 


—~ Ay, 


کے 
AY = Yi ¬ 2 + y;‏ )5.9( 
وبصورة أعم فإن: ( ر ' "۸) ۵ = ^y,‏ 


(5.10) E" y, = E (E"" y) 
: وبالتالي فإن‎ 
Ey, = EE (Ey) 
=E(E ¥.) = Ey, 
Yh 
: ة عامة‎ 
(5.11) Ey =y e 


مثال (5.1) : 


بین أن : 
۸% و Yo + 3AY + 3۸y‏ 2 ول 


Ey‏ = ولا 
٠‏ 0 
. العلاقة (5.11): 3 
من 5 
Ey, 6.7)‏ 
KF .‏ | 
س I yo + 37 AY, + 3IAy, + ۸y‏ 
0 
يتحقق المطلوب 


نلاحظ في هذا الثال أن مبرهنة ذات الحدين بالإمكان تطبيقها على مؤثرات 
الفروق المنتهيةء أي أن: 


(5.13( +A)" =I+ A+ A+... + A" 


حيث ۾» هي معاملات ذات الحدين» أي : 


n ! 
(5.14) = Te 
وبالتالي فإن‎ 
J, = E" Yo 
= (1 + ۵)" yo 
(5.15) = ly, + Cf Ayo + C} A Yg +. # o Ay 


= yo + NAY, + 30D Ay, +... + Yo 


وبا مثل فإن 
(E - D" Yo‏ = ر۸"y‏ 
E" y, — E" yo + E" 7 yy =... Yo‏ = 
YF Ogham E‏ = )5.16( 


6 طريقة نيوتن للاستكال بالفروق المتقدمة 


إذا كانت الاحداثيات × على أبعاد متساوية بحيث: 
a‏ )6.1 
فإن متعددة الحدود: 


62 P= yy + 2 - × + و‎ E) 


+... + رک‎ (x- <o) ( x) ...( 7 X-1) 


° 


) 


تحقق ما لى : 


p(x) = Yo 
Ay 
p(x,) = Yo * 0 (, - x( = م۷‎ + ۵¥ = Y, 


yo 
3 ر×)‎ ¬ ×o( )× ¬ x) 


0 
(x, = Xo) + 2!h 


Ay 
p(y) = Yo * gq 2: 7 o 
=yر‎ + 2۵y + 7 


= (1+ A) yy = E Yo = Y» 


A Ay 
p(x) = Yo + ا‎ *( + 2 (x, = ×xو( ۾(‎ ¬ × ( 
A"y 
E = a 


= yo + AY, + (a1) A yg + 


n(n-1)(n~2)...(3)(2)(1) 


+ yy = )1+ ("Y= ۷ 


n! 


وبالتالي فإن متعددة الحدود (6.2) تر على النقط : 


(Xp; yJi = 0,1,2, ...,n 
أي أنہا تحقق خصائص دالة الاستكمال.‎ 


مثال (6.1) : TE‏ 
أوجد متعددة الحدود من الدرجة الثالثة للنقط التالية : 


ما أن قيم المتغير × على أبعاد متساوية» فبالإمكان تطبيق طريقة نيوتن. 
لحساب "4 نكون الجدول التالي (والذي يسمى عادة بجدول الفروق): 


إذن: 


A 
p(x) * Jo f AYo (x 2 Xo) Ê 2! (x - Xx) E Xx) 


A3 
2 - (ر× ¬ ٭) (,× = ٭) (ر×‎ 


+ 


3 + جر‎ x(x - 1) + % (x = 1) )> = 2( 


= 3 +2 )x - 1( + x )x× - 1( )x -2( 


مثال (6.2) : 
إذا كان : 


€og(1) = 0, €0g(2) = .30103, €0g(3) = .4712 


فأوجد قيمة تقريبية للمقدار (2.5) ع0٤‏ 


إذن 


4 
p(x) = .30103 (x ¬ 1) — )» -1( )× -2( 
إذن:‎ 
og (2.5) = .30103 (1.5) ¬ .12494 )1.5( )0.5(/ 2 = .5 
: ملاحظة‎ 


لاحظ. أن القيمة الصحيحة (من الآلة الحاسبة) هي 39794. = (2.5) ع0( 


مثال (6.3) : 


برنامج لطريقة نيوتن بالفر وق المتقدمة 


: الرنامج الفرعي التالي 902 يیستقبل £ الإإدخحال القيم‎ 
X(1), XO), ..., X(N) 
Y(1), YO), ..., Y(N) 


ويستعمل طريقة نيوتن في الاستكمال لتقدير القيمة ۲۴ وهي قيمة ۲ عند 
.XP‏ لاحظ استعال المصفوفة : 


D(l, J) = Ay, 


: حیث‎ 
J=1,2,..,N-1 
1=1,2,..,N-J 
ومن ذلك فإن:‎ 
D(LJ+1)=D(1+1,J) - D (1, J) 
: وايضاً‎ 


P(XP) = Y(1) + D(1,1) * T(1) + D(1, 2) * T2) + ... 
+ D(1N -1) *T(N - 1) 
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T(D) = (XP - X(1)) (XP — X(2))... (XP — X(1))/ (1! H') 
: لاحظ أيضاً من هذا التعريف أن‎ 
T (1 + 1) = T(I) * (XP — X(I + 1)) ((I + 1) * H) 
وبالتالي نستخدم هذه العلاقة في البرنامج في حساب متعددة الحدود.‎ 


SUBROUTINE NTNFD (X, Y, N, XP, YP, D) 
DIMENSION X(N), Y(N), D(N, N), T(N) 


NI=N-1 
H = X(2) - X(1) 
DO 101 =1,N1 
10 D(I,1) = Y (1+1) - Y (D) 
DO 20J =2,N1 
NI =N-J 
DO201 =1,NJ 
20 D(1, J) = D(1 +1,J - 1) - D(I.J - 1) 
T(1) = (XP — X(1))/ H 
N2=N -2 
DO 301 = 1, N2 
30 T+ 1) = T(I) * (XP — X(I + 1) (I + 1)°F) 
YP = Y(1) 
DO 40J =1,N1 
40 YP = YP + D(1,J) *T (J) 
RETURN 
END 


Lagrange’s Method طريقة لاجرانج‎ 47 


E‏ یون باستعهال الفروق المتقدمة غير صاللة للاستعال 
ن a E‏ ت 

ا × على أبعاد ختلفة . في هذه الحالة بالإمكان استعهال طريقة 

نبدا ولا بتعريف متعددات الحدود التالية : 


)» = x) )% = )ر‎ (x ¬ x, 


(Xo 7 *;) (o 7 Xر)‎ .-. (Xo 7 Xx, 
)» = xر( ٭) ..۔ (ر× = *٭)‎ ¬ x) 
CT EO RE 
€,(×( (x, = Xo) (X1 7 5) a KE 

a VES ST 


(* Xo) (* x) 1 (X, 3 X1} 


والمطلوب الآن إمجاد المعاملات > بحيث تمر متعددة الحدود: 
p(x) = co €, (X) + c, €, (x) + ... + cC, €, (x)‏ 


: على النقط‎ 
(o, Yo): (X1 ¥, <, (xy, Y,) 
آي آن:‎ 
P(x) = yo, p(x) = JY << P(X”) = Y, 
: ولکن. نلاحظ ولا أن‎ 
٤ (x = 1, €0 (x) =0, ..., €0 (x) = 0 


€ (%0 =0, €, &) =1, ...,€ (x) =0 


e (x) = 0, € (x) = 0, د‎ €, (X= 1 


وبالتالي فإن: 


C= EF 
1 کا زا‎ 0 


اندو الف ۴ Sa‏ 1[ الط )4 (i;‏ هي : 


أن متعددة 
ي ان P0 = y,‏ 


6) + Y1 f () +... +y م‎ () 
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(7.1) 


0.2) 


مثال (7.1) : 


استعمل طريقة لاجرانج لابجاد متعددة الحدود لاستكال النقط التالية : 


ولا نوجد ٤,)×(, ٤)×(‏ ,(×)ر٤‏ ,(×) € کا بلي : 


EE ok =‏ ,ر 
2 )0-4 (3 - 0) (0-1) 

ja NEE = 1 =7 47 
1-0()1-3()1-4( 6 

(x - 0( )x - 1( )> - 4( 
) - 0( )3 - 1( )3 - 4( 
(x - 0( )x - 1( )× - 3( 
(4 - 0( )4 - 1( )4 - 3( 


€) = ل‎ x (x - 1) (x -4) 


€,)×( = 2 x(x — 1) (x = 3) 


: وبالتالي فإن‎ 
p(x) = yo €,(*) + y,€,(x) + Y€,(X) + y€) 
= 2 م‎ -1()-3()-4(- + ×) -3() ¬4 
- 3x (x ¬ 1( )» - 4( + ×» -()-3( 
: ملاحظة‎ 


لكي يتأكد الطالب من صحة (×)م عليه أن يعوض قيم × ليحصل على بل 
0 أنه ليس من المطلوب تبسيط (×)م إلى الشكل العادي لتعددة 
د. 


مثال (7.2) : 


برنامج احساب الدوال )%(,€ 


من الهم أن نلاحظ أن (۸),) لا تعتمد على قيم رر وبالتلي فلو غيرنا في قي 
إلا فإن المجهود الذي نبذله للحصول على (×)م جديدة لا يذكر. وعلل ذلك 
فإن البرنامج الفرعي الذي نكتبه لطريقة لاجرانج بحسب (»)) عند × = م» 
(أي نقطة محددة معلومة) بحیث یتم حساب (×)م في برنامج فرعي آخر (أو 
برنامج رئيسي). إذن فا لمعطيات في برنامجنا الفرعي هي القيم ,... ,(2)× ,(1)× 
(0)× فقط بالإضافة الى النقطة المطلوب الاستكمال عندها وهي ۶×. 


SUBROUTINE LGRNG (X, M, XP, AL) 
DIMENSION X(M), AL (M) 
DO101=1,M 
UP =1 
DN =1 
DO20J =1,M 
IF (J. EQ. 1) GO TO 20 
UP = UP * (XP - X(J)) 
DN = DN * (X(1) - X(J)) 


20 CONTINUE 
AL (1) = UP/DN 
10 CONTINUE 
RETURN 
END 


مثال (7.3): کا ا 
البيانات التالية نمثل قياسات للمتغيرات الثلاثة : س ٠,‏ ,ص التي تعتمد 


2 کے ا قد لاقرات 
كا هو مبين با جدول» والمطلوب كتابة برنامج رئيسي لتقدير هله ٠‏ 
عند 2=). 
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هذا المثال يوضح أهمية طريقة لاجرانج في مثل هذه الحالات التي تتطلب 
استكمال عدة متغيرات تعتمد على متغير واحد. في هذا البرنامج يتم حساب 
(۸1)1. حیٹ 1 من 1 إلى 5 


مرة واحدة ويستعمل في حساب الاستکال 
لجميع المتغيرات . 


5), AL(5) 
3., 18., 16.,13⁄ 
, 50., 48., 47/ 


DIMENSION T(5), P(5), U(5), V( 
DATA TI1., 3., 4., 5., 7.l, P/ 20., 2 
DATA U/ 5., 8., 10. 14., 11/, V/ 45, 47 
TP =2. 

CALL LGRNG (T, 5, TP, AL) 
PP =0 

PU =0 

PV =0 

DO 101 =1,5 

pp = PP + AL (1) * P(D 

PU = PU + AL (I) * U (D) 
pv = PV + AL (D) * V(D 


10 CONTINUE 
WRITE (°; 20) TP, PP, PU, PV , 5 
20 FORMAT (' T7 '„ F5.1, p=’, F10.5, 
«y=, F10.5) 
STOP 
ر‎ 48 
و لخا في الاستکال بمتعددة الحدود‎ 
2 ۰ ,م هنا بدون‎ 
ل برهان اة لتقدير الخط في الاستكيال يتعددة الحدودء‎ OT 
اجرد في أغللب كنب التحايل المدحي انظر مثلا كاب‎ ٣ الزلفين ي‎ 
1 ك ) انظر ماد‎ GBarden-Faires RY" ر‎ 
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مبرهنة : 


إذا كانت القيم ۾ ٠٠٠‏ × × غير متساوية وتقع داخل الفترة «la, b]‏ 
وكانت الدالة (×)۴ قابلة للتفاضل 1 + ١‏ مرة بحيث تكون (») ٠"‏ دالة 
متصلة في الفترة [ط ,ة]» فإنه توجد قيمة ما لكل × بحيث تقع ٤‏ داخل [ط .] 


وبەحیب . 


EFI 


(6) 
(.) f(x) = p(x) + 


Xx, ( ... )» ¬ ×,(‏ ¬ ×) (رx‏ ¬ *٭)) 
حیث (×)۲ ھی متعددة الحدود التي تستكمل النقط : 


(xo, f(x). (%,, F(%,)), ---. (Xg, F(%,)).- 


مثال (8.1) : 
أوجد الحد الأعلى للخطأ في استكمال (1.1) ١ك‏ 


من (1n)1ء‏ و (1.2)١1ء‏ بمتعددة الحدود من 
الدرجة الأول . 


في هذه الحالة (×)ذء = (×)۴ء إذن: 

F(x) = cos(x), f(x) = — sin(x) 
: بتطبیق (8.1) حیث 1 = ۸ نحصل على‎ 

P(x) —- f(0)| = 2 -1( )» -1.2( 
: أي ان‎ 


IP(1.1) — f(1.1)| < 1 (0.1) (0.1) = 0.005 


ا 2 .0. 
إذن فإن الخطأً لن يتجاوز في هذه الحالة 005 


تمارین )1( 


إذا كانت درجة الحرارة عند الساعة 2:00 ظهراً °28 وكانت عند الساعة 
0 ظهراً 0 فاستعملل الاستكمال الخطي لتقدير درجة الحرارة عند 


الساعة 2:30 وعند الساعة 2:20 . 


استعمل الاستكمال الخطي لتقدير (1)1.55 وكذلك (1.53)ہiء‏ علاً بان 
.sin(1.6) = 0.99957. sın )1.5( = 75‏ 


استعمل الاستكمال التربيعي لتقدير ٤٥8)1.2(‏ إذا كان 3010. = (2)ع0م 
و 17609 = (08)1.5) و0 = (€08)1. 

. باستعمال مصفوفة فاندرموند‎ h 

«ب» بطريقة نيوتن للفروق المتقدمة. 


«حه بطريقة لاجرانج . 


اكتب الرنامج الفرعي )?¥ SUBROUTINE LININT (X, ¥, XP,‏ 
الذي يستكمل القيمة ۷۴ عند ۴× بمعلومية النقطتين ((۷)1 ,(1)») 


و (۷)2 .)X)2(.‏ استعمل هذا الرنامج لاستکےال (0.5) e×p‏ من 
القيمتين 1= )0( „exp (1) = 2.7183, exP‏ 


استعمل الرنامج الفرعي 1N1R۲‏ لاستکہال (0.5) × من النقط 
exp(x;))‏ *) حیٹ 8. ,6 ,4. ,2 ,0 = ی 
ما KE‏ 
e 0‏ بین الاستكمال الخطي وطريقة القاطع (أو الوضع 

طیء)؟ وضح إجابتك بحل المعادلة 2 - ۵ = (٭) ابتداءٗ من 0 = × 
وx×=1‏ وحساب دورتین . 
اثبت أن , 

,VA= 8َ d 


بع ع ےو 


pg =1 VY 


8- من العلاقة «ح» في تمرين -7-. وباستعیال مرهنة ذات 


الخدین 
صيغة نيوتن للفروق المتأخرة : 
Vy‏ > 
V Ya Jn‏ 
TRA * TT = e“ ty‏ + 
N =x, J E = Xx)‏ =( 2 ۳ 


حيث × على أبعاد متساوية تمسافة | 
9 إذا كانت متعددة الحدود من الدرحة ١‏ 
RVUEAR RNS E NDF we‏ 


^ 0 1% N a ( — ) 


ا ا الاستکے ل وک 8 خی اه 0 15 


= n 


ر استنتح النظام المثلثي : 


0 WÊ fF ; 
9 0 
0 M.S ES 
۹ Y 
dı, 0 | ا‎ 
ج و ا‎ ¥ 
4. 0 1 0 
ب‎ d0, a, y 
n 
1 ik 


d = 
ij +1 (i, ت‎ × ,( dı 


مع تيم 
1,2,...,n‏ ك1 2 
طريقة نيوئن 
«ب» 

(0,0), (1,1), (2,8), (3,27( 


اة 


p(x) =a, +4 (x 


ی 


. للفروق القومة ل 


- 10 


© أنه إذا كانت ,× على أبعاد متساوية فإن (×)م تؤول إلى صيغة 


وتن للفروق المتقدمة. 


وده أکتب برناجاً فرعياً لإيجاد ,4 ٠...‏ :4 ,3 بحل النظام الحل ف 


۶ i 


أوجد قيمه تقريسية للحذر التربيعي والتكعيبي ۷3 ,°۷3 وذلك 
باستكال الدالة 3 = (»)] للنقاط 1.2 .1,0 - = »×. 


اكتب الرنامج الفرعي FUNCTION YNF (X, ¥, N. XP)‏ الذى 
بستعمل الفيم (۷)1 .(1)× حيث 1 من 1 إلى N‏ ويحسب قيمة الدالة 
۴ عد النقطة ۴× بطريقة نيوتن بالفروق المنقدمة» واستعمل هذا 
الرنامح الفرعي لحساب 14١)×(‏ للقيم 6. ,4. ,2. = × بمعلومية (×)4) 


عند الق 7 5 .3 ,01 کچ 


فم بالتعديلات اللازمة في البرنامج الفرعي 16۸۸6 بحيث يتم 
استكمال قيمة ١‏ عند نقطة ۴× في البرنامج . ثم استعمل هذا البرنامج 
المعدل في برنامح رئيسي لاستكم|ل الدالة 2 = (×)۴ عند النقطة 0.5 
بمعلومية النقط 1.2 ,1,0 - = »× 

إا كان عدد سكان بلد ما في الخمس سنوات الماضية متوفراً لديك 
“تمل طريقة نيوتن في كتابة برنامج فرعي للتنبز بعدد السكان في 


OT ۱‏ 
وحد الحد الاقصى للخطا في استكمال (05)0.55ء من «أ» (05)0.5ء 


cos(0.6)‏ وثم من «ب» (05)0.5ء» (05)0.6»» (05)0.7». حقق 
إجابتك في الحالتين . 


س (1) 


س (2) 


¢ 2 


«رب» 


h: 


وب أوجد تعددة | 


نغوذج اختبار -2- 


الزمن: (1:30) (ساعة ونصف) 


احسب دورة واحدة بطريقة جاوس - سيدل لحل 
المعادلات التالية : 
3&X+y+ZzZ—-1=0‏ 
0 =1 =2 =× 
2y + 3x -2 =0‏ 
افرض القيم الابتدائية 0 = 2 ,0 = ر ,0 = × 
هل يتحقی التقارب في رأ» عندما يزداد عدد الدورات؟ 
UذI؟‏ 
حل اإعادلات التالية بطريقة الجحذف لجاوس: 
5x, + Xx + 2x, =3‏ 
x + 2x, = 1‏ + 3% 
2x, + 3x = 2‏ + %1 


SUBROUTI 
NE FDSU TT 
8 8)48,۸, اكب برنا فرعي(‎ 


عناصرها التي او 


187 هو 19,400 فقدر عدد الا ٠‏ 

الاستکال ا . ال تاتقي ©١‏ 
تکل الخطي ر من الدرجة الاي اني 

پزرال جدنع = (چا5 عند 0 ۰" 4 


«ح» اكتب برنامجاً فرعياً لتقدير عدد السكان في سنة من 
السنوات (يتم إدخاطهما) بمعلومية عدد السكان في السنوات 


الثلاث الماضية (أيضاً يتم إدخاهها) وذلك باستعمال 
الاستكال الترب بيعي . 


لفط النفس 


التكامل العددي 
Numerical Integration‏ 


1 مقدمة 
من المواضيع المامة في الطرق العددية إججاد قيمة تقريبية لتكامل دالة يصعب 
تكاملها بالطرق الرياضية المعروفة في مادة التفاضل والتكامل «داءاة)». 
فمثلا التكامل : 
sin(x) dx‏ 
معه الطرق الرياضية المعروفة ونضطر لإيجاد قيمة تقريبية له بالطرق 
PT‏ جعل هذا التقريب قرياً من الحل الصحيح قرباً کافیاً 
52 طريفة شب llنحرف Trapezoidal Rule‏ 
لتقریب التكامل: 
۾ =1 2D‏ 


تعتمد 
طريقة شبه المنحرف عل تقريب ٤)×(‏ بواسطة (×)م حیث (×)ع هي 
كثبرة الحدود من الدرجة الأول : 
A1) (= x‏ 


p(x) = f(xy) + 


ص 


أي آن (×)ص تستكمل النقطتين (۴)؟ *) ,((٭) ,,*) بخط الاستکل۔ 


إذن : 


23) 1= f p(x) ax = 2# [f(x + f(x] 
أي أن التكامل (2.1) قد تم تقريبه بجساحة شبه المنحرف الواقع تحت المنحنى‎ 
.2.1 وبين المستقيميز × = × ,× = × ک) فی الشکل‎ ۴)×( 


p(x) 


f(x) 


شكل (2.1) طريقة شبه المنحرف 
4 نق طة النتصف 
لاحظ أن فى حالة التكامل من × إلى × بحيث ,× هي 
بینها» أي : 
x ¬ x, = hı‏ = × > × 
فإن : x‏ 
I = fi O f; ts‏ 


2 60 + [+ [6) + 6)] 


= h[ ج‎ f + + ل‎ 
2 (o f(x,) 2 f)x(] 

عا مةء فالإمكا ن التكامل من × إلى ,× وذلك ہتس 
وبصوره ا ا مں 


: دها ۸ بحیٹ‎ a 
n إلى قترات صغیرة طول کل منجا ۸ د‎ ]× × [ 


4 2 


_ Xn -Xo 

م 2.4 
و 

)2.5( X1 7X = h 
و‎ 

2.6) f f) dx = 5 f(x) dx + f f(x) dx 

f() dx‏ 1 ا 
وباستع‌ال تقریب شبه النحرف تحصل على: 
J so ax = nl} f(x) + f) + f0) *‏ 2.7 


KF 1 f) 


مثال (2.1) : قرب التكامل : 


‫َ 


النحرف: رأ باستعمال فترة واحدة 
«ب» باستعیال فترتین . 


فا 
8 فب حال استعال فترة واحادة فان 2 = ر و3 = × ویالتالی 1 = ۸ وء 


1 ا‎ 7 
E ++ |= 12 .416667. 


7 عند استعمال فترتین فإِن : 
3-2 


h= 09 


3 = ر× ,2.5 = ,× ,2 = × 


|| +( ۾ + ل +)+( ı=h[}‏ 
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ملاحظة : 


فى الخال السابقء م 
ي بق» من | تكامل الدا چ ا 
لسهل مل الدالة Xx‏ لنحصل على : 
j &- [ = €n 3/2) => 5‏ 
إذن في الحالة «أم الخطا = 0.01201 . 


وفي الحالة «رب» الخطاً = 0.002868 


ما يشير إلى أن الخطأ يتناقص بزيادة عدد الفترات 


مثال (2.2) : 
برنامج للتكامل بطريقة شبه المنحرف 

في البرنامج الفرعي التالي نحسب القيمة التقريبية ۸۸۴۸ للدالة 
(×)۴ المعرفة في برنامج فرعي آخر. حدود التكامل هي (A, B)‏ 
وعدد التقسيهات (أي الفترات) هو ١‏ 


SUBROUTINE TRAP 
H = (B - AN 

AREA = (F(A) + F(B))/ 2. 
IF (N.EQ.1) GO TO 20 


(F, A, B, AREA, N) 


NI=N = j 
1 DO101 =1, N1 
ر‎ AREA = AREA + F(A +1* H) 
AREA = AREA * H 
RETURN 
END 
(Simpson’s Method) طريقة "مبسن‎ 3 
ی طريق‎ 
ن ربا 16 برا ورین کن تاو‎ 
: : سمسن 1 ستکال التربيعي‎ 
( P(x) > 1)) + Af(xo) ( Af(xo) 
B® × ¬ × + 2h ×* ¬ x0 )* ¬ × ( 


ولتبسيط التكامل نفترض أن : 


x = 1, x, = 0, x, =1 


لنحصل على : 


N, اا‎ 
2 


إذن: 


1 
62) p(x) = f(1) + [AK ) 


)۵(1 
س + )2)1 = »)م j‏ 


f(1)‏ ب 
|0 + )260 = )1[ + )28-1 = 


1 


چ 4 
( 7 + )£0 ج + f(1)‏ 4 


باعتہ TE‏ لل 
ر رهد کتقریہ 2 الصحيحة 1 ز قاعد 
یب ت 1 نحصل عل قا ة 8 


1 1 ¢1) + 4 8(0) + (1| 
6.4 f(x) dx = 3 (f(1) + 4f 


ولکن هذه الحالة خاصة لحدود التكامل (1,1-). لتعميمها عل 


ا . 
لفترة (ط به) نقوم بالتعويض التالي: 


(t-1)(b-a) 
E 


= × یي (ط-×)2 
1F‏ )3.5( 


نلاحظ هنا أن 1 = ۲ ع 
ن 1 = ۲ عندما ا = × و1 - = ا عندما ه = »ى وأن: 


کے ان 
6.0 
b b-a [ı t) J dt‏ 
١‏ کر =9 بک 

=h ا‎ g (0) dt 
3 : حیٹ‎ 

g(t) = fx (0 J4 
6.8) 


S, = f(x) + f(x) + ... + f, _;)‏ 
وذلك نظراً لتقسیم ( ,۸) إلى فترتین (× ,3) و(ط ,») باعتبار 
و 
x = b, xo =a‏ 
S, = f(x) + f(x, + ... + f(X,_2) Xo‏ 
من (3.4) ,(3.7) نحصل على : 
f(x) dx = 2 [f(x + 4f (x) + f]‏ مثال (3.1) : 
أما إذا قسمنا فترة التكامل إلى ١‏ فترة صغيرة طول كل منها ٠‏ (لاحظ E‏ 
“f= 2‏ : دا زیا ف : 
ضرورة ان یکون ۾ عددا زوجيا)» فنحصل على رذلك بتقسيم الفترة (2 ,1) إلى 4 فترات . 
f(x) dx = 1 f(x) dx + 8 f(x) dx‏ 
ET‏ في هذه الحالة 0.25 2 کل کک 
h‏ ڏن؛ 
[(ر(f+ (f(x) + 4f),‏ 3 = إذن: 
| (25.) 
: (2)£ + (4۴)1.75 + (28)1.5+ )41.25 + )¢1 1 
[f(x) + 4f ۴‏ 7 + 
[)۴+ () 3 5- 
3# ملاحظة : 


h 
5 + f 
في المثال السابق» بالإمكان الحصول على القيمة الصحيحة للتكامل ریاضاً‎ 3 [ (n2) + 4f (x) + 1()] 


انظ نحص على القاعدة العامة لطريقة "مبسن: ۱ وهي : 
وبشيءَ من j ٣٣٣‏ )9 
f _ h‏ 
O O 8%) + 2 f(x) + 4f(x)‏ 7 = "ع - e‏ 
آي آن الخطا المطلق هو: 

+ 2f (x) +... + f(x, + f(x د‎ 

error = .000098 : العمليا ى الحسابية‎ ١ 

E3‏ ثم اقتصادا في العمايت 
روسو ایی ر ê h‏ 3 (كا يمدو) صغير با فيه الكفايةء ما يشير إلى دقة طريقة ميسن 

۰ „ () dx = 3 H(X,) + 48, + 28 1 
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مثال (3.2) : 
البرنامج التالي يستعمل الصيغة (3.10) لحساب التكامل التقرييي 


للدالة (»)۴ المعرفة من برنامج فرعي منفصل. حدود التكامل هي 
(8 ,4) وعدد التقسيمات هو العدد الزوحي .١N‏ 


FUNCTION SMPSN (F, A, B, N) 
H = (B - AJ/N 
NI=N-1 
N2 =N-2 
S1 =0 
82 =0 
DO 101=1,N1,2 
10 S1 = S1 + F(A +I * H) 
IF (N2. EQ. 0) GO TO 30 
DO201 =2, N2,2 


20 S2 = S2 + F(A +1 * H) 
30 SMPSN = (H/3) * (F(A) + F(B) + 4 * S1 + 2 * 2) 
RETURN 
END 


4 تقدير الخطأا في طريقة شبه المنحرف 


باستعمال متسلسلة تايلور: 
f(%) + (x x) f(x) + 1 (« - ×) F(x) +...‏ = ()) 
نحصل على : 
fo dx = hf( h? „ h‏ )4.1( 
x) + S3 f'(x;) + 3 F(x) + ...‏ 8 


أما باستعهال طريقة شبه المنحرف» فتنحصل على : fx.‏ )4.2( 
f(x) dx = 2 [f) + 1), |‏ ا 


h‏ ا ت 
f(x) + h F(x) + 2-۴) + ...[‏ + )11 2 


= hf ا‎ h3 
() + 2 f(x) + “gF(%) +... 
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إذن بالامکان حساب خططاً القطع في صيغة شبه حرف (Truncation error)‏ 
باح الفرزقب القيمة الصحيحة (4.1) والقيمة التقريبية (4.2) هو: 
(x)‏ کے ہے چ 


: )4.3( 
چم جا الحدود الأخرى التي تحتوي على 1 أس 4 فا فوق» وهى 
حدود صغورة في قيمتها إذا كانت 1 أقل من الواحد. يوصف الخطاً (4.3) بالط 
الموضعي errr‏ 0ca1ا.‏ وهو ا لطا الناتج من تقريب التكامل الع 
( × *). أما الخطاً e 1 global ١‏ 
لكلي ۲ 21ط0اع فهو مجموع الأخطاء الموضعيةء أي 


n-1 


i 
ر‎ 7 


)4.4( 
وإذا اعتبرنا وحود ج بحیٹ: 
re) =®‏ 3 1 
فإِن : 0= 
e ~ ch‏ 
حیٹ : )4.4( 
(b> e)‏ 
و e‏ )45 
وبالتا[ ؤا 4 
الي فإن طريقة شبه المنحرف ; 
E j‏ لمنحرف تعتبر من المرتبة الشانية لأن إل 
سب تقریبا مع مربع ۸ . نية لأن الخحطأً الكلي 


مثال (4.1) , 


اور ١‏ 
۴ اا ای ی ایب 


ا ا المنحرف : 
باستعمال 10فتران . 


«ب» باستعمال 20 فترة. 
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7 بماان e" f(x) =e I = e‏ = (۴. إذذ فإن أعلل ية 
تأاخذها (×)۴ في فترة التكامل (1.2) هي . من (4.5) نجد أن 


7 mel), JE 
اس > الخ‎ TEL = (0.006 


«وب» إذا كانت 20 = م فإن: 
. 6 9 - 2 
0015 ت د چ 1 1 < kl‏ 


Richardson Extrapolation Method طربقة الاستكال لریتشاردسن‎ 5.5 


باللإمكان الاستفادة من صيغة الخطأ (4 ١١‏ للحصرل عن حصأ أفل (أي من 
مرتبة أعلل) . فإذا اعترنا القيمة 1 هى القيمة الصحيحة (أو الأقرت للصحبحة) 
للتكاملء واعترنا (1)۸ القيمة الي تحصا عه م صربقة شه اللحرف 
باستع‌ال فترات طوها ۸ فإن الخط الكلى هر 


1) 1 T(R) = ch 
ی قار تابته آی ا يعتمد على اء وهو مقدار مجهول القيمة. فإك‎ 


1 ع فن اطا 
استعملنا ضعف عدد الفترات. فإن ط تتقلص إلى النصف وبالتالي فا 


يصبح : 
h‏ )5.2( 
Ta el FE‏ 
فان ١‏ هو 
إذا اعترنا (5.1) و (5.2) کمعادلتین في مجهولین هما 1 ۰٩,‏ فإن الجل 


= (= 


تعطي هذه الصيغة تقريا رو ى اکر دقة من ()۳ 3 


"4 


الا كمال لریتشاردسن 


مثال (5.1): 
أكتب برنامح فرعي لطريقة 


ف ھذ| اأرai‏ تف sUBROUTINE TR4P ja‏ 
()1 نحصل عليها باستعال ۸ فترةء )3( 
AN‏ 2 


مع ملاحظة أن 
1 نحصل علیها باستم‌ال 


AREA = (4.3.) ° TH2 - (1.3.) ° TH 


RETURN 
END 

ملاحظة : 

فغ أن الرتامح ازى 

2 مج گور يؤدي العمل المطلوب. إلا أنه لا يراعى الناحة 
ديه ي الحسابات. إذ إن حساب الدالة ۴ عند النقط × ر ب " 
ا دهي نقطة ضعف في البرنامج 8 
اشرعي 1۸۸۴ بین 


البرنامج النادي هذا | 


مرتين دون 
جب تعديلها بإعادة كتابة البرنامج 
سب الدالة ۴ وتخزين القيم في متجه ¥ في 
لبرنامج الفرعي (انظر تمرين 8). 
تقدير الخطاً في طريقة ميسن 


كانت 5 هي القيمة التقريية للتكامل : 


1= J» dx 


ا 6.1 
اطريقة مبسن» فإن: e‏ 
h (f) + 4f, * ۲)2‏ 2 
3 ا 6.2 
وباستعیال م aT‏ )6.2( 


2 
1= ffe + «= Fe * 1 «x F09 


dx 
ر‎ 4 iv :( 4 ..« 
+ ٣ (- x) f(x) + چ‎ («- *( 


حیٹ ؟ تعني المشتقة الرابعة للدالة ۴ a‏ 


بتکامل حدود المتسلسلة فإن: 


(2N) 2h)? 
1= 2h) + o (x) + 1 (x) 
(2h), (Ah. 
+ 3 F(4 ap RD Exe 


قياش الوقت؛ تيل شلك تاياور الحسوك عل ؛ 
h 4h h?‏ 
f(x) + 3q J) + R(x) + o‏ 37 = § 


i 1 | h 
+ J+ FGF. 2 [1) + 2h) 


3 1 4! 
(2h). (2h)? 2h) 1, 
+ 0 + qT («+ E 


وبالتالي فإن الخطأً في ,5 هو: 


=1 -5S 
(63) eT ê eS 
e ا‎ E ۳ ۴" () +... 
ی ا‎ 
(6.4) 
e =C 
(65 a 
C= ر( م‎ 
ِ i 90 1 
: للحصول على الخطاً الكلي نجمع الأخطاء الموضعية‎ 
e=e +e +... +e 
69 n=2 


1v -8( i‏ / کک 
2 - 0 و °7 
حيث # نقطة نكون عندها الشتقة الرابعة سساوية متوسط القيم 

.)i = 0,2, ..., 1 - 2( (( 


دخ 


ملاحظات : 


1 ا راي کا هو واضح من (6.3) يساوي صفراً إذا کانت (»)۴ 
متعددة الحدود من الدرجة الثالتة أو آقل. وهذا غير متوقع إذ إننا قربنا في 
لأساس الدالة ٨)١(‏ بتعددة الحدود من الدرجة الثانية وليس الفالفةء 
ويكن تعليل ذلك كا في الرسم (شكل 6.1). 


تد سب الخطا الكلي مع ا مرفوعة للاس 4» 
ميسن أعل 
هو متوقع) . 


أي أن المرتبة في طريقة 
کل ت : د 0 : 
بدرجتين من طريقة شبه المنحرف (وليس درجة واحدة كا 


fix) 


اطا ٩‏ صالب 


شعددة 


| اطا ٩,‏ موجب 
حدود من الدرجة 3 


الخطا امور 8 
عي في هذه الال : ر ال2 ء 
ي (ي المبينة في شكل 6.1) 


تغارین 


أحسب القيمة التقريبية للتكاملات التالية بطريقة شه ال : ر 
3 قرات «ب» 6 فترات . أخبتب القيمة الصحيحة كلا أمكن ذلك 
ومنہا أحسب فاطق اشرت الحو ر ورت 


i) x dx f ا‎ i) J sin (Û 


+| 
أ أ ا لک ملات ق رین (1)متعملا 
أكتب برناجا رئيسيا ولخدا خحساب التكملات ي رين ( 
الرنامح الفرعي ۲۸۸۲ 
مستد الدالة ۴ في التغيرات با نجه 
أعد كتابة الرنامج الفرعی 1۸۸۴ مستدلا الدالة ۴ في التغير . 
8 ى الرتا f e‏ = و حیث 
٣‏ الذي يتم حسابه في الرنامج الرئيسي من (×) ١‏ 
i= 12‏ 
٠ 2a‏ ۰ ۴ 
أ القيمة التقريبية للتكاملات التالبة بطريقة سمسن مستعملا ه 
حسب 
ات «ب» 6 فترات . 
القيمة الصحيحة كلا أمكن ذلك ومنہا أحسب 
حسب 
حصا وب . 
٠‏ ا : ا ۾ e“‏ 
Xx i( § €n(x) dx‏ 


ا لطأ في التقريب 


a af 


اا الاي 
3 . ن الكاملات ني تمرين «» 
کتب بناجا رئيسياً لحساب 


.SMPSN Jz ji‏ م فی متغرات 

الفرعي الة ۴ ي 
ا ج الفرعي SMPSN‏ | متب دلا e‏ من اللا 

الرنامح ب 2 8 

د کیت 8 بد 2 . f‏ رة شه 

o SIn (x) dx ق ناك‎ 

أوجد الحد الأعلى للخط باستعال 2 2 فترة . 

امنحرة E‏ باستعمال 8 فترات . «ب» : 1107 

کم عدد الفترات التي تحتاجھا حت لا ا 
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8 _ أعد كتابة 


بة الرنامح القرعي ۸۴×۲٥‏ الذي يستعمل طريقة الاستكال 
ا میا ال ۷و من الدالة ۴ بحيث يتم حساب جيع 


تيع اي الامج ارب رة راجلا 


أوحد مرتنة خط الموضعى ق التقريب التالي : 


1 h hi 
tess 2 e+ tel = = 


ن بح الصيغة العامة هذا التقريب في حالة التكامل على الفترة [ط ,ة] 


وتغسیحھ )ی ١‏ هن الفرات , 


f(x) dx = 2h f(x) 
. (Midpoint Method) فصتilاl يسمی بطر ية نقطة‎ 


1 وصح هده الطريقة بالرسم . 

ب أوجد مرتبة الخطأً الموضعى 

«ح» أوجد الصيغة العامة في حالة تقسيم فترة التكامل | إلى "١‏ فترة. 
ط2 


أکتب برناجا فرعیاً لحساب تکامل ۴ من ۸ إلى 8 باستع‌ال × 
فترة هذه الطريقة . 

بين أن تقريب الدالة (×)] بالمتعددة من الدرجة الأولى (×)م الي 
مر بالنقطتین ((۴)0 ,0) ,(( 2 )1 ج ) يؤدي إلى التقريب: 


( چ 2 + J f ax= f(0)‏ 
وأوجد مرتبة هذه الطريقة. 


لتکن ٤)×(‏ متعددۃ الحدود من الدرجة الثالثة ڇ p(X)‏ متعددة الحدود من 
الد 


رجة الثانية المطابقة ل ٤)١(‏ عند × و × ور×. علّل آن الخطا في 
تکامل 9 من × إلى × بطريقة بسن يساوي صفراً بإثبات أن: 


Je) = p(n] ax = — J 09 = pO] ¢* 
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ج ق 


التغاضل العددي 


Numerical Differentiation 


61 مقدمة 

لیس الغرض من التفاضل العددي - كما هو الحال في التكامل العددي - 
إيجاد قيمة عددية لتفاضل دالة نحجز عن تفاضلها تحليلياًء فمعظم الدوال تكون 
عادة سهلة التفاضل» ولكن الغرض الأساسي هو الحصول على صيغ للتفاضل 
يعكن استعماطما فيما بعد لحل ما يسمى بالمعادلات التفاضلية. 
62 صيغ من الرتبة الأولى للمشتقة الأولى 

باستعمال متسلسلة تايلور للدالة (×)] حول النقطة × وعند النقطة ,× = × 
نحصل على : 


2.1) f(x) = f(x) + h f(x) + ۳ ت‎ 


حيث 6 نقطة تقع في الفترة [, ,× ×] وط كالعادة هي الزيادة: 


B= Xx ¬ X; 


: من (2.1) نحصل على‎ 
f) = — f) f(x) _ 2-۵ 


وبالتالي إذا كانت 1 صغيرة» يكون التقريب : 
2 = ))۴ )2.3 


مقبولاء وبخطا يتناسب طردياً مع 1ء أي ذا مرتبة أولى. 

هندسياًء التقريب (2.3)» يقرب ميل المماس للدالة (×)۴ عند النقطة 
((×)۴ ×) بميل المستقيم الواصل بين النقطتین ((×)۴ ,,×) ,(( ,)۴ e)١‏ کا 
في الرسم (شكل 2.1) . 


لاحظ أننا إذا قربنا ٤)×(‏ متعددة الحدود من الدرجة الأولى : 
P(x) = f(x) + 2 - x×(‏ 
وأخذنا التقريب : 
لھ = رم = ۴)7 


1) = f0) — F(x) + e() 


132 
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حيث & نقطة مجهولة تقع في الفترة [× ١‏ _×]. فن هذة الصيغة : 


على : 
f(x) — f(x) gi‏ 
(م + - o‏ = )»)۴ )2.5 
فإذا أحذنا: 
ا = 0 )2.6( 
فإن ذلك يؤدي إلى خطأً مقداره ()'۴ 2 : 
63 صيغ من المرتبة الثانية للمشتقة الأولى : 
باستعمال متسلسلة تایلور» نحصل على : 
)م h2‏ 
G3.1) f(x, _,) = f(x) + h f(x) + 2, F(%D * 3 ٤‏ 
وأيضاً: 
: مط Bt‏ 
f"(%;)‏ ب3 ¬ ))۴ 2 + f(x,_,) = f(x) ~ hf(x)‏ (3.2) 


حیثٹ 6 تقع في الفترة x]‏ و4 تقع في الفرة ,× ٫ر_×].‏ بطرح )3.2( 


من (3.1) نحصل على : 
f(x.) = f(X,_,) h2‏ 
و - سق ۔رمء وی 
إذن بالإمکان الحصول على التقريب: 


f * )‏ —- 
د و 
حت إذا كانت في الفترة [رہ× ر »] 
|f"(x)| = k‏ 
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قإن الخطا في (3.4) جقق : 


2 
6 


(5. 
يسمى التقريب (3.4) بالتقريب بالفروق المركزيةء وكا هو واضح من صيغة 
الخطاء أنه تقريب من المرتبة الثانية . من الناحية الهندسية » فإن التقريب (4. 
يمثل تقريب ميل الماس بيل الخط الواصل بين النقطتين : 
( ر در( ()؟ , ) کا في الشکل (3.1). 


من جهة أخرىء إذا أخذنا متعددة الحدود من الدرجة الثانية المارة بالنقط 
الثلاث ((,_»)؟ 1 (x; f(%;))s (X;‏ ,(( )۴ ×) وهي : 


.6) P(x) = f(x _,) + 2 SS) 
حر‎ 


A°f(xi-1) 
2h2 


وبالتالي فإن: 
P(x) LN) A f(xi-1)‏ 47 
h 2 (2x ~— x -— *;-)‏ 


G8) ve 
2h 


1 

= = f) 

2 () ~ 28%) + f_,)- 2f(x)+ f(x, ,,)] 
2R E, — f _)] 
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فإذا استعملنا التقريب : 
(x) = p'(x)‏ 
فإننا نحصل على الصيغة (3.4) نفسهاء وبالتالي يمكن اعتبار هذه الصيغة أا 


نتيجة استکال الدالة (×) بمتعددة الجحدود من الدرجة الثانية p(x)‏ وأخحذ P(x)‏ 
لتقدیر (×)۴. 


مثال (2.1) : 
استعمل ( الفروق المتقدمة من المرتبة الأول . 
«ب» الفروق المتاخحرة من المرتبة الأولى . 


وذلك لتقریب (۴)1.5 حیث ”× = (»×)۴ و 0.1 = ط. قارن بين الخطا في 
التقريب والحد الأعلى لخطأ الصيغة . 


f)1.6( - f(1.5( eh 


۴ )1.5( = 
(.1) 


7121 = 
القيمة الصحيحة للمشتقة الأولى هي : 


5 = ”(3)1.5 = (۴')1.5 
إذن النطا هو: 


e = 6.75 - 7.21 = - 4‏ 
خد الأعلى للخطاً ييكن الحصول عليه من: 


9 6 05> )6 ج > | 2| =1 


ا أن 
ا 0.48 < le|‏ 
دهده النتيجة تتفق مع الخطاً ال اة 
دب 1.4 - )5„ 
ا 
)1.( 
61 = 
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الخطا ني هذا التقدير هو: 


4. = 6.31 - 6.75 = م 
والحد الأعلل نتحصل عليه من : 


1< | F(€)| < (05) (6) (1.5) = 0.45 


وبالتالي فتقديرنا يتفق مع هذه النتيجة . 


مال (2.2) : 
استعمل الفروق المركزية للحصول على قريب للتفاضل (۴)1.5 حيث 


× = (»)۴ و 0.1 = ط» قارن بين الخطأ في التقريب والصيغة (3.5). 


باستعال (3.4) نحصل على : 
F5) 6 > 1.4 _ (1.6 - (1.47‏ 
TTS = 6.6‏ 5 0.2 


ومقارنة بالقيمة الصحيحة 6.5 = (1.5)' 
ois 1‏ ۴ ۷ زید عن: 
فإن مقدار ا خط هو 0.01-. وباستعال (3.5) فإن الخطا لا يز 


lel < KCD 


6 
k = |f”(x)| = 6‏ 
حیث: 
ا 01. < lel‏ 
ي آن: 


a Cn 


تمارین )1( 


أوجد قيا تقريبية للتفاضل (2) ۴ حيث × = ()۴. 
«أ» باستعمال الفرق التقدم من المرتبة الأولى . 
«وب» باستعهال الفرق المتأخر من المرتبة الأولى . 
«ح» باستعمال الفرق المركزي من المرتبة الأولى . 
في كل الحالات اعتبر 0.2 = 1 وقارن القيمة التقريبية بالقيمة 
الصحيحة . 
استعمل صيغ الحد الأعلى للخطاً في تمرين «1» وقارن بالخطا الفعلي. 
إحصل على صيغ الخطا في طرق الفرق المتقدم والمركزي باستعمال صيغة 
الخطأ في متعددة الحدود (×)م لاستکال (۸)]. 
استيا (3.7) بين أن الضيخة: 


۴%) = 2 [afe) - + ۸” f«)] 


هي من المرتبة الثانية . استعمل هذه الصيغة لتقدير (۴)1 حيث 
× = (٭) ,5۔ = ط وقارن بالقيمة الصحيحة . 
من تمرين «4» بين أن الصيغة: 


re) = 2) - 2 (= + د‎ | 


٠‏ هي من المرتبة الشانية. استعمل هذه الصيغة لتقدير (۴)1 حيث 
* > ()۴ ,5. = 1. وقارن بالقيمة الصحيحة. 


باستعهال (3.7) اشتق الصيغة ذات المرتبة الثانية : 


[f _) + 38) - 4_0]‏ ج = f(K)‏ 
وا ستعمل هذه الصيغة لتقدیر (۴)1 كا في تمرين (5). 


ak 


4 صيغ للمشتفة الثائية 


باستعال متسلسلة تايلور فإن : مثال (4.1) : 


h? 2 h3 x” hf Av 


إذا كانت : 


AD) fy =f + hft 


3 


.۴)1( فأوجد قيمة تقريبية للمشتقة‎ {= (x), f= (Df =f O ج‎ 


ورم _ 1/16 + (2)1 - 81/16 
أيضاء بالإمكان الحصول على المتسلسلة : )12( 
ِ 1 ملاحظة : 
ê EEE fF‏ 
!4 !3 !2 في هذا المخال تم اختیار قیم ۴ بحیث تحقق : 
۰ يار قیم ؟ بحيث ححقق : 
يإضافة (4.1) ,(4.2) 8 
e‏ اال ن f)x) = x‏ 
]ب۵ [f () + fi‏ ا + fy Ff, = 2f + hf‏ وب تاي فان : 
12x‏ = )»)۴ ,4% - 
ا f («) = 4X , f()‏ 
لصيغة : oT‏ 12 = )۴)1 
WÛ KÉ ÛD 1 X4) ~2f(x.) + f(._ ) 8 f(%)‏ 
1 اا ا ا f(x)‏ دعلى ذلك فإن الخطا فی ال بے ا اء . 
1 1 طبقنا صيغة لطا (4.4) ؤإن . قريب التحصل عليه في الشال هو 0.5. وإذا 


2 :| کان مقداراً 
تعطى تقريباً للمشتقة الثانية بخطأ يتناسب مع أي إذا كانت ° 


: ثابتاً بيت‎ 
If” (| = e 


فإن الخطا في (4.3) لا يتعدّى: ۴ 


وگ کل 
kl < Th‏ ا 


اة (4.3) من ال“ 
E‏ أخری» ا YJ) «(x‏ ,%(“ ( 


أتعددة الحدود p(x)‏ التي تمرعى اة ط Ji)‏ 1+15 


ثم إیجاد )"۶ واعتبارها تقريباً للمشتقة ٠۴)۲(‏ 
138 


نستعمل متسلسلة تايلور للتعبير عن ( ,»)؟ د( )۴ کالآي: 


Gn CM‏ غوذج امتحان شامل للجزء الأول 
ا ا ا 3 ا f, = f + hf‏ 
Re, BP‏ (الزمن: ساعتان) 
f =f thf o, f 31 f ¥‏ 
fH RF 0‏ ۴ سس( : أوجد قيمة تقريبية للجذر الموجب للمعادلة: 
إذن: i42 i+1 i i i‏ 2 
2x -3=0‏ 
ی أن: و Ê = f Ff hf‏ بطريقة التنتصيف مبتدئا بالفترة ]12[ وحساب دورتین 
ک hُ‏ ر 


فعط . 
وبالتالي فإن الصيغة (4.4) ذات خط يتناسب مع 1 أي من المرتبة الأولى . 


«ب» بطريقة الوضع الخاطىء مبتدئاً بالفترة [1,2] وحساب دورة 


وأحدة. 
تمارین )2( «حه بطريقة نیوتن مع أخذ 2 = × وحساب دورة واحدة. 
٠ ٤‏ اكتب برناتجاً لحساب 10 دورات بطريقة نيوتن مبحدئ 
أ 1 أوجد قي تقريبية لکل من (۴۲)1.1 و(۴)1إذا كانت بالقيمة 2 = ,× لحل المعادلة في الفقرة أ 
ک ردم ےه = )1,11 = :ا اسب دورة واحدة لحل المعادلات التالية بطريقة جاوس _ 
f(%) = 1/x‏ سیدل ابتداءٌ من 0 = بر = × 
قارن مع الدالة : 1= 3x + y‏ 
أن الصيغة المتأخرة 2 2y‏ + × 
Aa‏ 
فا ا و f‏ ا هل يتم التقارب نحو الحل في واي عندما يزداد عدو 
)_*0 + )28 > 0 =6 الدورات؟ لاذا؟ 
2 اکب ارا افر 
ذات خطا یتناسب مع 1 . SUBROUTINE ELEM 1 (A, B, N)‏ 
e‏ زات طا بتتاسب مه "1 لتقري "ي يقوم بالتعديلات اللازمة في الصغوفة الريمة ۸ واكيه و 
3 استعمل متسلسلة تايلور لإياد صيغه دت f‏ التخلص من ره في ج المادلاث وما مدا انما رن 
a O Ds pa E)‏ اشظام الخطى 8 = م النكون من معالة. اشترغی ن 
4 استعمل متسلسلة تايلور لإيجاد صيغة ذات پناس A,‏ 


.f 
بدلالة (۸) ول٤ ول٤ د(‎ ۴ 


س (4) 


س (5) 


س (6) 


س (7) 


س (8) 


۽ إزا كانت ے =0 


: استكمل قيمة (1.6)] في الحدول التالي باستععال جميع القيم 


المتوفرة: 


: لذا کانت |(٭)"۴| لا تزيد عن 2 في الفترة [1.8 ,1.5] فأوجد حداً 


أعلى للخطاً ق تقدیر ٤)1.6(‏ في س (4). 


e :‏ أحسب ية تقرينة للتكامل × × أ بطريقة ميسن 


وذلك باستعال 2 = ۸ (حیثٹ ۸ هي عدد تقسيمات فارة 


التكامل) . 
«ب» ما هو الخطاً ني التقريب التحصل عليه في دأه؟ 


: إذا كان الخطا في تقريب تكامل بطريقة “ميسن مع تقسيم لا 


التكامل إلى فتة هو 0.0032 فقدر الخطلا عند استعال 2 من 
الفترات . 
۴ فأوجد قيمة ريي لتق ()۴ 


باستعهال الفرق اکر سم نة 1 =2“ 


الغز: الاي 


0 


الحل العددي للمعادلات التفاضاية 


Numerical Solution of Differential 
Equations 


1 مقدمة 
تختلف المعادلة التفاضلية عن المعادلة الجبرية في كونها تحتوي على بعض 
مشتقات الدالة» وتعتبر المعادلة من المرتبة الأولى إذا كانت أعلى مرتبة للمشتقة 
التي تحتوي عليها هي المرتبة الأولى . وبصورة عامة فإن مرتبة المعادلة التفاضلية 
هي مرتبة أعلى مشتقة في هذه المعادلة. والصورة العامة لمعادلة تفاضلية من 
المرتبة الأولى هي : 
fk yy) 30‏ )1.1( 
حيث ٤‏ دالة في ثلاثة متغيرات × ,ر ,'ر. وبنفس الطريقة» فإن الصورة 
العامة للمعادلة التفاضلية من المرتبة الثانية هي : 
f(x, y, ¥, ¥) =0‏ )1.2( 
مثال (1.1) : 


المعادلة : 0= *-ر+ ل 
هي معادلة تفاضلية من المرتبة الأولى . والمعادلة: 
2y" + 3y" + xy =e" =0‏ 
4s‏ 


إن بعض المعادلات التفاضلية سهلة الحل» فمثلا ا معادلة: 
y-y =0‏ 
تمتلك الحل: Jy = ce”‏ 
حيث ٠‏ مقدار ثابت. ويكن تحقيق هذا الحل وذلك بإيجاد 'ر وطرح هذه 
امشتقة من ل للحصول على صفر. لاحظ أن هذا الحل العام يعبر عن مالا 
نهاية من الحلول بناءٌ على القيمة التي نختارها للشابت ء. ولكن إذا اشترطنا أن 
محقق الحل ما يسمى بالشرط الابتدائي وعو: 
Yy(xo) = Yo‏ 
يصبح الحل محدداً. فمثل إذا اشترطنا أن : 
y(0) =1‏ 
فإن حل المعادلة 0 = ر - 'ر هو: 
y(x) = e”‏ 
ابتدائى اة القيمة 


تسم مسألة إجاد حل معادلة تفاضلية مع شرط 
جاد د ت ل 
ا ت ي للمعادلة التفاضليةء 


الابتدائية (صءاطهإم eناة۷-لهنانم1)‏ . لاإيجاد حل تقريبي 
نقوم بحساب قيمة ر عند نقط عددة للمتغير × ولتكن : 


Kas.‏ و دن 
2 دو Jo» JY1‏ 


يلة معلومة. أما 
حيث النقطة لمل ر×) هي الشرط الابتدائي وبالتالي فهي و 
القيم × فتكون عادة عل أبعاد متساوية بسافة 1 بينهاء وبالتالي فلأ 


Xx; = x, + ih 
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72 طرaıة Euler’s Method jÎ‏ 
باستع‌ال متسلسلة تايلور» نحصل على : 
م که + y(x + h) = y(x) + hy'(x)‏ )2.1 
حيث تقع ٤‏ في الفترة [1 + × ,»]. إذا كانت 1 مقداراً صغيراً فبالإمكان 
استعال التقريب: 
y(x + h) = y (%)+ hy’ (%)‏ )22 
ويجحتوي هذا التقريب على خطأ مقداره: 
مگ د 
ويعرف هذا الخحطأً بخطأ الصيغة الموضعي 0١ e۲۲٥۲(‏ :4٠ن"‏ ا٥‏ 


التقريب (2.2) بطريقة أويلر. لتوضيح هذه الطريقة ندرس المثال 


مثال (2.1) : 
استعمل طريقة آویلر لحساب ر عند 
فلك باع فی 0.4 ,0.3 ,0.2 ,0.1 = x‏ 


في حل المسألة: 


نلاحظ م 
نا من الشرط الابتدائي آن: ‏ 0= ۾ 
1= 
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وبالتالي فإن : 
(0) ”ر (0.1) + y, = y)0.1( = y)0(‏ 
11 = )1+ 0 (0.1) + 1 = 
(0.1) ر (0.1) + (0.1)ر = (0.2)ر = رر 
1.22 = )1.1 + 0.1( )0.1( + 1.1 = 
1.32 = (1.22 + 0.2) (0.1) + (2.) ر = (۷)0.3 = ور 


y, = y(0.4) = y(0.3) + (0.1) (0.3 + 1.362) = 1.5282 


ملاحظة : 
الحل الصحيح للمسأالة في المثال السابق هو 
)2.3( 
y(x) = 2e” - (x + 1)‏ 
1 ة ,الد ط الابتداثي . وبالتالي 
ويكن التحقق من ذلك بالتعويض في المعادلة والشر ا a‏ 


يکن المقارنة بين هذا الحل الصحيح والحل التقريبي الذي 
آویلر وحساب اط )8 الجدول التالي: 


لاحظ أن اليل الصحيح لي هذا ا جحدول به تقريب .ما يكفي لغرض المقارنة. 
لاحظ أيضا أن الخطا یزداد کلما زادت ی أي کلہا ابتعدنا عن نقطة 
البداية» كما يتضح ذلك من الرسم (رشكل 2.1. 


شکل (2.1) 
من الناحية الهندسيةء فإن قيمة المشتقة دا فة 2 
as‏ إن قيمة لمشتقة الأولى عند نقطة تساوي ميل الماس 
(x +h) = y(xo)‏ 
pe 4 £‏ 
a‏ 
وبالتالي فإن : y (x +B) * y(x) + hy' (o)‏ 
وهذا یعنی أن a‏ “ =“ 
اراو ا و اا ار النقطة (ط + ر×)ر بالقيمة (ط + ر×) 7 


هو مبین بالرسم (شکل 2.2) . 


مثال (2) : 

الرنامج الفرعي التالي بحسب :()¥ ,... ,(۲)3 ,(۷)2 
وذلك بحل المعادلة التفاضلية: (۲ ,×)۴ = ۲ 

مع الشرط الابتدائي بأن: 


Y= ¥(1)‏ 
عند X = X(1)‏ 
علماً بأن طول الخطوة ٨1‏ هو من المعطيات وأن 1 - N‏ يساوي عدد 
النطوات حيث N‏ هي من المعطيات أيضا. 


SUBROUTINE EULER (X, Y, N, H, F) 
DIMENSION X(N), Y(N) 

DO 101=2,N 

Y(D = Y(I- 1) + H* F(X (1-1), Y(I-1)) 
X(D) = X(I - 1) + H 

CONTINUE 

RETURN 

END 


س 
تمارين )1( 


ل 


حقتق الحل المبين أمام كل معادلة من ادلات التفاضلية الآتية وشرطها 


7 


استعمل طريقة أويلر لحساب لاء رلا ول (بأخذ قيمة 05. = 0 في 
العادلتين الأولى والشانية من ترين 1 وتارن الحل التقريبي مع الحل 
اله حیح . استخدم 6 خانات عشرية ف الحساب. 


بُ أن طريقة أويلر تكافىء استبدال 'ر بالفرق المقسوم : 
Y; = (J, 7 Yh‏ 


ما قيمة خطأ الصيغة الموضعي عند حل المعادلة: 1+ y' = 2x‏ 


بطربقة أويلر باستخدام 0.1 = h؟‏ 
بن بالرسم موقعي ل ,رل المتحصل عليه) بطريقة أويلر لحل مسالة القيمة 


الابتدائية : 
y = 2x, y(0)( =0‏ 
مع أخذ 0.5 = ط. قارن على الرسم بالقيمة الصحيحة. 
إذا كانت ,ر هي القيم المتحصل عليها بطريقة أويلر لحل المسألة: 
y' = ¬ 100y, y)0( =1‏ 
بين أن: )100 — 1( = y,‏ 
وأوجد قيمة الخطأ عندما: 
x=1,h =0.1‏ 
ماذا تلاحظ عن هذا الخطا؟ 


أت ا 7 
برنامجا رئيسيا لحساب ل من 0 = × إلى 1= × بطريقة أويلر 
مستعملا 01. = 1 وذلك كحل للمسالة : 


y' =x - ,”ر‎ y)0( =1 
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SE Ge a e e e 


و طريفة متسلسلة تايلور 
للحصول على دقة أكثرمن طريقة أويلر» بالإمكان استعمال حدود أكثر في 
متسلسلة تايلور» وذلك على النحو: 


مثال (3.1): 
إحسب قيم تفريبية ل و عندما 
x = 0.1, 0.2, 0.3‏ 


)0.1 ا 
2 
)( ۳ر _h"‏ ج ( 8 + y(0) =1 y(x, + h) = y(x;) + hy'(x;)‏ 
n! i‏ مستعملا 3 حدود من متسلسلة تايلور. 
فمل : إذا ١‏ . انا 3 حدود من هذه المتسلسلةء فإننا نحصل على : 
ا TT‏ )62 با آن ر + »× = ار فبالتفاضل نحصل على : 
0y + “yy‏ ۳ ¥ ب y=1l+y=1+x+Y‏ 
حيث كالعادة : وبتطبيق الصيغة (3.2) نحصل على : 
yı = yx), ...,y =‏ 
yı =1 + 0.10 + 1) + .005 (1 + 0 + 1) 1 = YX), ¥, = y"(K)‏ 
X,, 3 X, +h‏ 1= 
3F ٍ‏ الموسعة xtended‏ 
رقف الصيغة (3.2) سانا باسم ور (1.11 + 1. + 1( 005. + )1.11 + 1( 1 + 1.11 = رy‏ 
e‏ هذه الصيغة هو 
›Euler Method)‏ والخطا الموضعي في )033 5- 
h3‏ 
پک چک 8 
gO xs,‏ (124205 + 2. + 05. + )1.24205 + 2.) 1 + 1.24205 = و 
a‏ 5 
لاحظ آنه حل المعادلة التفاضلية : )3.4( این 
بالإمکاں . 
ED‏ و کان مقارنة اطا الناتج من استعيال 3 حدود في متسلسلة تابلور باط 
َة العالية : ا س ستعال َة ا ذللک ے. ۳ 
ا ل على سر من الصيغة التالي )8 ااي طريقة يلر وذلك من الحل الصحيح (2.3) كيا في الجدول 


۴ ر اڭ 
y‏ 2 ل 153 
152 


0.01034 


0.02280 
0.0337 


تمارین )2( 
1 الکن y' = f(x, ¥), y" = g(x, y)‏ 
حیٹ ٤]‏ ,ع دالتان معلومتان (معرفتان في برامج فرعية) اكتب البرنامج 
الفرعي الذي يحسب: 
Yas oa Ye‏ 
من مسألة القيمة الابتدائية : 
y' =) y(‏ 
Yo = y(xo)‏ 


وذلك باستعال 3 حدود من متسلسلة تايلور. 


2۔ احسب لاء رلا پر باستعیال متسلسلة تایلور من 3 حدود» ٠‏ 


Y' = 2y +1, y)0( = 0 


افترض 0.1 = 1 . 
3 ماهو الخطا الموضعى الناتج من حل المعادلة : 
y' = 2x +1‏ 
بطريقة تايلور بثلاثة حدود. 


4- أوجد قيمة تقريبية للجذر ۷2 وذلك بحل المعادلة: ‏ 
Y' =1/(2y), y(0) =.1‏ 
h=06% 0f 4 1‏ 
رياضيا وعدديا بطريقة ويار الموسعة. افژزض ان 0.5 
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4 الخطأ الكلي والتقارب في طريقة أويلر 

سن اا الناتج من تراكم الأخطاء الموضعية من النقطة الابتدائية إلى أى 
نقطة بالخطا الكي . وبالتالي فإن الط الكلي ,»هو الفرق بين الحل الصحيح ۷ 
والحل التقريبي ر في نقطة ما × أي أن: 

e; = ۲; ¬ ¥ 

هذا الخطأً يع َ 

يعتمد على مقدار 1 (أي طول الخطوع . ولإ فة بين 

وه نلاحظ أن طريقة أويلر هى العلاقة: e e‏ 


Yq, z2 Ya Pf (a Yo) 2 
n+ 


)4.1( 
ومن متسلسلة تايلور نجد أن 
e‏ 
Y= Yg F bf (n: (+ ۷‏ 
8 0 4.2 
(x n)‏ ا 
f(x, ¥) = fxg: Ya) + (Yn 7 Ye ay‏ (4.3) 
٠ ۰ ٤‏ 
| تقع بین × , ٤‏ أ ا 
Xa+1 ET‏ وامام فتقع بین ړل ر۲ , والآن بطرح )1 4( 
bh yr (6)‏ 2 
Ja‏ 
f 9 Ya) ۶ f(Xa’ Yn‏ 
دمن (4.3) ز حصل على : Ya+1 Yar a7 Ja)* h [f(a‏ 
I)‏ ۰ 
+ 
=e 1+ (Xa 2| 2‏ 
بملاحظة أن 0 ا 7 
: ة ١‏ وحساب ري رم , , ا 2 
ر من هذه المعادلة نجد أن 
فلا کان ۽ E‏ 


لجحميع قيم × في الفترة [× «×] فإن: 
e, < Knh = K (x, — x) h‏ 
وبالتالي فإن الخطا الكلي في طريقة أويلر يتناسب طردياً مع طول الخطوة ۸ 
وبذلك يؤول الخطا إلى الصفر عندما تسعى 1 نحو الصفرء أي : 
0ط > e0‏ 


وهذه هی خحاصية التقارب )Convergence)‏ ي حل المعادلات التفاضلية 
بالطرق العددية . 

من التاحية العملية»› نعتاج ى تقریب الأعداد 
حانات عديدة تفوق قدرة المجهاز في تمثيلها. وهذ 
g -Roundoff error‏ کلما صغرت 1 زاد 


پت 


نظا لعدم إمكانية استعمال 
اما يسبب خطا 


أعداد ذات 


(Stability Problem) لتر‎ all 7.5 


لدراسة مسألة استقرار الطرق العددية في حل العادلات التفاضلية» ندرس 


المسألة التالية : 
yn, >0‏ = )0 سک 
XY, Y(0) = Yo‏ ¥ 5.1( 
الي تمتلك الحل الوحيد: 
Y = Yo e‏ 
)5.2( 
وبالتالي فن : 
0 +۷ عن _ 
عندما © ج × )5.3( 


وإذا استعملنا طريقة أويلر لحل المسألة (5.1) نحصل على : 
Yi, = Yj FB fx Y) = (1 > PD Yi‏ 
آي آن: 

yı = (1 Do 

1( = ر (ط۸ - 1) = رو 
y= (1-0‏ 


با لمقارنة 
الم : 


)6.4 
#ن ا لحل التقريمي ر والحل الصحيح ¥ء فإن ر يجب أن تؤول إلى 
تسعى د إلى ما لا نهاية . وهذا لا بجحدث إلا عندماء: 


^h <1‏ - 1| و6 


ا 
کي عندما: 2 > وړ > ر 


زرفت هذا الشرط بشرط الاستقرار لطريقة أويلر. لاح ظ من (5.4) أن 
فى حالة عدم تحقتق هذا الشرط فإن الخطاً (عندما × تسعى إلى ما لا نهاية) 
لا رورل إل السفي لظ اد هة العيجة تليق فط جلى العاط و 
ال تمرف مال الإستباز حيث نختبر بها ما إذا كانت الطريقة العددية لحل 
ادلات التفاضلية مستقرة (عاطة؟) أو غير مستقرة (اطهاءن) أو مشررطة 
الاستقرار Stable)‏ lyاonditional€).‏ وعلى ذلك فإن طريقة ویار تعشبر 
مشروطة اللاستقرار» والشرط هو (5.5). 


هة ا 1 
1 _ أثيت أن الخطا الكلي تي طريقة تايلور بثلاثة حدود يتناس تح 


د ول الا رحق ار فى طريقة تايلور بثلاثة حدود . 
2 اوجد شرط الاستقرار في طرد و أن الخطا الكلي 


3 إذا كانت قيمة رر الابتدائية ذات طا مقداره ر٥۰‏ فب 
فی ر (عند حل معادلة الاختبار بطريقة أويل) هو 


رة أويار 
a |‏ = (0د امت ر ریا 
ا ا ا ا ف 
xX = 1‏ 


1 اب ر عندما 1 


۾ عندما 05. = ط 


ب عندما 0.2 h=‏ 


اا" 


6 الطرىق الضin Implicit Methods‏ 
نعرف من المرهنات الأساسية في التفاضل والتكامل أن: 
y' (x) dx‏ کت ر )6.1( 


وبالتالي» فبالإمكان الحصول على صيغ لحل المعادلات التفاضلية باستعمال 
إحدى الطرق التقريبية في التكامل . فمثلا إذا استعملنا التقريب : 


J y'(%) dx = hy'() 


)6.2( 
نحصل على طريقة أويلر من (6.1) ,(6.2): 
Y1 2 Yi * PY;‏ 
أما إذا استعملنا التقريب: 
r y'(x) dx = hy' (j4ı)‏ )6.3( 
نتحصل بالتعويض في (6.1) على الطريقة : 
i < * e‏ )64 
ا «بطريقة الفرق التاخر» حيث إنها تستعمل التقريب: 
٣‏ 7 ر )6.5( 
ہو تقریب الفر ق المتاخر. 
ما إذا استعملنا قاعرۃ شبه المنحرف : 
او a ê E‏ 
ت اش )ر 60 
ا yı = * y+‏ 


والتى إذا استخدمناها في حل المعادلة : 


y' = f(x, y) 


h 
(6.8( an IT 2 [f(x Y;) + fi ¥0 


توصف الطريقتان (6.4) و (6.7) بأ| من الطرق الضمنية لأن ال موجودة 
ضمن متغيرات الدالة ؟» وهو ما بجعال حساب ١إ‏ إلمتعذرافي أغلب 
الأحيان. ومع ذلك» فإن هذه الطرق تستعمل أحيانا نظرا لزايا الاستقرار التي 


مثال (6.1) : 


تر تان (بدون شرط). 
بی أن طريقتى الفرق التأخر وشبه ا منحرف مستقرتان (بدون شرط) 


نطبق الطريقة الأولى على معادلة الاختبار: 
Y' = f(x,y) = - Ay‏ 


Yi 2 J; 0 AhYi,1 ۴ 
(1+ ABD vy =, ا‎ 
Y= Yo آو:‎ 
1 + Ah 
رلا‎ = 1 r 5 Yo ر‎ 
(1+AM)? 


ة عامة : Jo‏ 
ا )1+۸( 7 Ya‏ 
ونظراً لأن ۸<0 و 1<0 فإن 1<1 وبالتالي فإن ۾« تؤول إلى الصفر 
عندما تسعی إلى ما لا نهاية» وهذا يعني أن الطريقة مستقرة بدون شرط . 
وبطريقة ماثلة فإن تطبيق (6.8) على معادلة الاختبار يؤدي إلى : 


h 
a HTD (f(x; yD + fir ¥0 
Ah 
= o iF Yi 
xh _ | _ ائ ٣آ مھ‎ 
e r= |= E 


ومنہا نستنتج أن : 


_ 2 

Ya (FR 

ریات ارول ن امقر مسا کی وزی سالا ری 
يتحقق في هذه الحالة عندما. 

ے 22۸ 1 
©1 
ما الشرط يتحقق طالا إن 0 < اله ويالتالي فان طريقة شيه التحرى 

مستقرة بدون شرط , 
1.1 طريقة أ 


Modifi 1 Euler’s Method ویلر المعدَلة‎ 


تتطلب المعارلة 0 


٤‏ ل وهذا الحل لیس سهادٌ إذا كانت 
كر خحطية اؤ اة 
الثابية . ف ل ولذلك نلتجیء 


0 
0.1) Yn =+ } [f(x yD + firs 0 


َ “© 160 


حيث يرمز () إلى الدورة . لاحظ أن هذه الصيغة تحتاج إلى قيمة ابتدائية 
ر ويكن الحصول عليها مثلا من طريقة أويلرء أي : 
Y= YY; +h f(x, Yy)‏ 02 
إذا تم استعم|ال دورة واحدة فقط في الصيغة (7.1) فإن (7.1) مع (7.2) 
تسمى بطريقة أويلر المعدلة . أي أن هذه الطريقة تتكون من خطوتين هما: 


)7.3( Pı,, 7 Y; + hf(X;, y;) 


h 
Jie 7 Yay Fa (f(x, Y) + f(%;, P;,,)] 


حيث تم استعيال ,ص بدلا من إل لتسهبل الكتابة . تسمى الخطوة الأرلى 
من (7.3) بصيغة التنبؤ والخطوة الثانية بصيغة التصحيح › ولذلك توصف طريقة 
أويلر المعدلة بأنها من طرق التنبؤ والتصحيح ) (predicator- corrector‏ . 


مثال (7.1) : 
استعمل طريقة أويلر المعدلة لحساب 


ریژ جلما با 


J <y +e“, y(0) = 0, h = 1 


f(x, y( = + م‎ 


5 ف هذه الحالة:‎ 
1 o + hf(xy, yy) = 0.1 
وبالتالي‎ 
J = Jo + A [f ۰ 
2 600,0) + f.1, :1[ = 0.11025 
ر‎ 
J+ hf y) = 0.23179 
1 > h 
YJ + A 
1 2 [f Y) + f(x, Pz)] = 0.24368 


ملاحظة : 


الحل الصحيح للمسألة في مثال (7.1) هو: y(x) = xe”‏ 
ومن ذلك نحسب الخطاً ف Y2‏ أي : 
e).1) = (.1) e" — .11025 = .00027‏ 


e).2( = ).2( e” - .24368 = .00 


مثال (7.2) : 
أحسب رل و رفي المغال السابق بطريقة شبه المنحرف وقارن الخطأً بطريقة 


أويلر المعدلة . 


h 
YJ FYoF 2 (f(0, Yo) + f(x» رر‎ 
h h x 
=+ (yo, + e”) + 2 Y, +e”) 


قل ولإ الطرف الأيسي» تخصل على : 


_ 1+2 م 2ے ے‎ + ٤( 
JE, 1 h2 ⁄ 1 — h/2 e 
y= 70 : ريض نحصل عل‎ 1 
ا 7ء = رل‎ 
اطا في هذه الالة هو‎ 


e)1) = (.1( e - .11070 = ¬ .0018 


e.2) = ).2( e” - .24467 = ¬ .0009 
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ونلاحظ أن الخطأ هنا أقل من المتحصل عليه بطريقة أويلر المعدلة» وز 
متوقع حيث إن هذه الطريقة هي حالة خاصة من طريقة شبه ا منحرف. 
8 طريقة نقطة lنتصçف Mid-Point Method‏ 
التقريب التالي : 
fy’ (x) dx = 2hy;,,‏ )8.1( 
يسمى بتقريب نقطة المنتصف حيث يتم تقريب المساحة تحت امنحنى (») ر 
من × إلى و × بمساحة المستطيل المبين بالشكل التالي : 


بتطبيق (8.1) في حل المعادلة التفاضلية : 
y' = f(x,y)‏ 
نحصل على الصيغة : 


Ji42 = Yi + 2h (Xi ہ1‎ Yi) 


8.2) 


. الطرفق 
ر هزه الطريقه عن 
۴ تج زتياة الس مف . تختلف هده = 

ورن ا ل E O E‏ للب معرقة 0ا 
التي بق لنا دراستها حي الآن من حيث إن 
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ززلك تعرف مثل هذه الطريقة بطريقة الخطوتين لoطاء"‏ 0-9 . ویعني 
هذا أنه ب الحصول على رلا بطريقة أخرى مثل طريقة أويلرء ثم ستخدم 
طريقة نقطة النتصف للحصول على بقية القيم ل 


مثال (8.1) : ر 
استعمل طريقة نقطة المنتصف لحساب (2.)ر علما بأن: 


y ).1( = .5‏ ,0 = (0)ر 
y' = y + exp (x)‏ 


باستعمال طريقة نقطة المنتصف (8.2) نحصل على : 
(1105. ,1.)£ (2).1 + ر = رy‏ 
e"( = .3‏ + 1105.) (2).1 = 
نلاحظ هنا أن حل هذه المسألة الصحيح هو: 


8.,. = ”م (2.) = (2.)ر 
أي أن الخطا المطلق هو ٠0.00115‏ 


مثال (8.2): 


ما هي مرتبة الخطا الموضعى 


في طريقة نقطة المنتصف 


2 
وأيضاً: باختصار ۲ نحصل على المعادلة : او ي ا 
E N‏ 
“y+ hy, + r hc.‏ ر : ھا : 
Yet 2‏ التي جذراها 1+ Ah + V ۸2 h2‏ = 
إذن: 


r = Ah — VR 


: h? - . 4h? 
yg =, + 2 yr hv, = پو + و2 +[ .و‎ + 


> 
4 لاحظ هنا أن: 1 < إا 
y+ 2h | - 1y 0‏ = 


لجميع قیم ih‏ الموحبة» وبالتالي فإن: ر + Y= o, ٣‏ 
بجميع في 


بالمقارنة مع صيغة نقطة المنتصف إحد أن الخطاً الموضعي من المرتبة اثاللة 


ا ا لگ رفک hS E‏ 
(0)7» وهي مرتبة حيده إذا فورنت مثلا بطريقة اأويلر. و مشكلة لأن ر۲ < 1- وبالتالي فإن طريقة نقطة المنتصف غير مستقرة على الإطلاق. 
ا عدم استقرارهاء كما يوضح المغال التالي: 
قة نقطة المنتصف هي عدم ج 
مثال (8.3) : لاختبار تأثير عدم الاستقرار على التتائج المتحصل عليها من طريقة نقطة 
ناقش مسالة الاستقرار لطريقة نقطة المنتصف . التقصف» نكتب برناجاً للحصول على حل للمعادلة ر = = "ر 1= (0)ر من 
0= × إلى 10 = × بخطوة مقدارها 1 حيث 1. = ط. والجدول التالي يبين هذه 
ا النتائے . 
بتطبيق هذه الطريقة على معادلة الاختبار: 
Ay,۸ >0‏ - = /لy‏ 
[ 0.3678795 0.36686655 
نحصل على : iia =, = hy‏ 0.1353 0.13625 
i‏ : نوع من معادلات الفروف) 0.04978707 0.05152451 
هذه المعادلة (وهي نو 0.01831564 0.02248718 
يكن الحصول على ل 0.006737 | 0.01778869 
بافتراض حل على الشكل: ۰ 0.00248752 0.032239 - 
y= Fi‏ 0.00091188 0.08188403 
0.00033546 0.20054 
ا ان“ 00012349. 1 
وبالتالي فإن : ۰ هھ 0.0001 0.5963729 
a OF, Y= +2‏ 0000454. 1.6181290 
إذن: 
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لاحظ هنا أن الحل العددي رل يتاقص عدا 6 > × ولکنه يدا ن ارين 
O e‏ 1 


ذلك 


1 


الشكل (8.1) 


9. الصيغة العامة للطرق العددية 
يمكن وضع الطرق العددية المستعملة في حل المحادلات التفاضلية على 
الصورة: i‏ 


Jik 3 O (Xp Yio <<< Xi irk) 
0 هو عدد النطوات. فمثلاً ني طريقة أويلر (1 = ») د‎ K حيث‎ 
% (X;, Yo x Ye) = Y; + hf(X,;, Y) 


وني طريقة شبه المنحرف (1=») و 


9 (x, Yk 3 h 
7 e ¥ = ر‎ + a po Y) + 2 f(x 


: 1+1? i+) 
و‎ K<2 أما فى طريقة نقطة المنتصف فإن‎ 
% (%; ¥ 


Yi) AF 2h f41 Yr)‏ و ا 
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: نلاحظ أيضاً أن الصورة العامة للدالة 4 هى‎ 
(9.3) Û (Kp Yi <s Kirke Jir) 7 oi F %1 Yi FF OY 


i+k—| 
۳ Bahf (i y7) 1 Bh; ولا‎ 


+... + Bg PEC: Yip) 


آي أنه في طريقة أويلر 1 = ر» ,1 = م8 وبقية المعاملات أصفارء أمافى 


طريقة نقطة المنتصف حيث 2= فإن 1 = ره 0= «Bo =0 «a,‏ 2= ,8<- 


0= 8. 
ك| يلاحظ أن الطريقة (9.1) تعتبر ضمنية اهنامص!] إذا كانت 0 8# 
وتعتبر طريقة صريحة (۲|ءنام×۴) عندما يكون هذا المعامل صفراً. 
إذا طبقنا الطريقة العامة (9.1) على معادلة اختبار الاستقرار: 
0< ۸,۸ - = ال 


: نحصل على‎ 
Y;,« = (ay 7 AP BoY; + (®, > AhBD Yin * 

(9.4) + (u, = ABB, Yak 7 PBs kei 
للحصول على حل لمعادلة الفروق (9.4) في الصورة:‎ 

6.5) y= 


نعوض هذه الصيغة في (9.4). لنحصل على المعادلة: 
k=l‏ 
p(r) = (AhB, = a) + ... + (hBx-1 7 a)‏ 
[ ا 

6.6 + (1 + \hB,) r 

دهي معادلة متعددة| 4 س . 
لحدود من الدرجة » وبالتالي ها عدد » من الجذور هي : 
2 


تسمی (9.6) بجتعددة الحدود الذاتية. فمشلاً في طريقة أويلر (1= 1 = ر8 


ارخ ا 


1= ر»» 0 = ,8) نحصل على متعددة الحدود من الدرجة الأول : 
p(r) = r + (Ah ~1) =0‏ 
التي تمتلك الحل الوحيد: 


r = 1~ Ah 


وکمشال آحر فإن p(r)‏ لطريقة نقطة المنتصف يمكن الحصول عليه 
ملاحظة أن 2= =P, =0 <P, =2 <a, =0 ca =1 ck‏ ,8 
p(r) = r + 22hr - 1‏ 


من تعريف الاستقرار» يمكن استنتاج أن أي صيغة عددية لحل المعادلات 
التفاضلية تعتر مستقرة إذا كانت متعددة الحدود (۲)م الخاصة ا تمتلك جذورا ,۲ 


0.7 |r| <1 i=1,2,...,k 


لاحظ أن الجذور ۲ تعتمد على ٠‏ حيث: 
c=Ah‏ ر 
2 کا 
ولذلك وجب أن تكون قيمة ه صغيرة با يكفي تحقيق (9.7) حى 
الصيغة المستعملة مستقرة . 
ج ت 
تمارین (4) 
: ةط الفرف 
1- استعمل متساساة تايلور لإبجاد مرتبة الخطا اموضعي في ابه" 


1 2 المعدلة. 
الخلفي وب» شبه انحرف «ح» طريقة أويار ا ی ل 


2 استعمل «أ» طريقة الفرق التأخر «ب» ر ر u‏ 
أويلر المعدلةء لحساب ر۷ درا باخذ 5. = ط» وحل 
Y' + xy = x + 2x‏ 
y(0) = 0‏ 
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لاحظ أن الحل هو: y=‏ 
قارن بين الحلول العددية مع التعليق . 
أكتب برنااً لحساب ر عند النقاط : 


DE N E 
: وذلك بطريقة أويلر المعدلة حل المعادلة‎ 
y= ”ر‎ +1 
y)0) = 0 
حل المعادلة في تمرين (3) بطريقة نقطة المنتصف. لاحظ أن امحل‎ 
الصحيح هو:‎ 
y = tan (x) 
y, = tan (0.1) لذلك فبالإمكان أخذ:‎ 


قارن بين الحل العددي والحل التحليى (الصحيح). 


أكتب البرنامج في تمرين (3) بطريقة نقطة التتصف بدلا من طريقة أويلر 
المعدلة مع افتراض .0( .y, = tan‏ 


بالامکان :5 3š‏ ا ت “ 
بار ن التعديل في طريقة نقطة المنتصف حتى ر بح أكثر استقرارا 
وذلك على النحو التالي : ع استعرارا 


1 h 
P; £ Yi + 2 (Xj y7 


2 , رم‎ 
Y1 2Y; F BEC; + 2 Pi 


1 ی هز 
طبق هذه الطريقة لحل المعادلة : 1= y' = -2y y)0(‏ 
تعمل 0,1,2 i=‏ 
h = 0.1‏ 
(ب» 


مأ هو شرط الاستقرار في هذه الطريقة؟ 
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رحا مستعملا متسلسلة تايلورء از 


ت مرتبة الخطاً ال . 
الطريقة في حل معادلة الاختبار: ١ Ay‏ معي لزي 
: = 


«د» أكتب البرنامج 


الفرعي الذي يستعمل هذه الط ر : 
yُ 2 f(x, y(‏ . رة ي 


حل 
7.10 طريقة مئj Milne’s Method‏ 


إن هذه الطريقة هي أكثر دقة من الطرق السا 
سعبسن في التكامل العددي: 


(10.1) f g(x) dx = 1 [8(x) HEK, JF 2(* ]ر‎ 


بقة وهي تستفيد من طريقة 


حيث الخطا الموضعي في هذا التقريب هو: 


كط 
g0 ©‏ 3“ )102( 
فإذا وضعنا 
(ر y' = g)×( = f),‏ 
نحصل على : 
)10.3( 
ارہ + Ji2 7 Y; + 2 f + 4fi‏ 
. د ذات خحطونین؛ 
حيث ٤‏ هي رر ,»). نلاحظ هنا أن (103) صیغة ا 
وبالتالي نحتاج إلى صيغة تنبؤ. وقد اقترح ملن استعال الصه 
الغرض : 


(10.4 
2 4h 
Pia Ya + 2f — f + 2f, 


ويكن الحصول على هذه الصيغة من التقريب : 


٣ 1 Y'dk= p(x) dx ا‎ 
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کک 


حیث (×)۲ هي متعددة حدود الاستكمال من الدرجة النانية للنقط 
ل۷ ۷7مک لل انظر تمرين (1) من بحموعة تمارين 
(5) والأشكال (10.1) ,(10.2) للتوضيح . 


شکل (10.1) اشتقاق صيغة التنبّو ني طريقة ملن 


y')«( 


شکل (10.2) اشتقاق صيغة التصحبح في طريقة ملن. ٠‏ 
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لاحظ أن طريقة ملن في التنبؤ تتكون من 4 خطواتء أي أن حساں 
مثلا يتطلب معرفة ڕلإء ولإ رلا ۷. ٤‏ ل 


مال (10.1): 
أكتب برنامجاً فرعياً بحسب : 


وذلك باستعمال طريقة ملن في حل المعادلة: 
y' = f(x,y)‏ 
y)x,) = Y,‏ 


e‏ اعتبار أن ¥ ولا ولا ورل وله ڕ× قدتم حساہا في البرنامج الرئيسي. 


SUBROUTINE MM (X, Y, N, H, F) 
DIMENSION X(N), Y(N) 

F2 = F(X(2). Y(2)) 

F3 = F(X(3) , Y(3)) 

F4 = F(X(4), Y(4)) 

DO101=5,N 

P= Y(I1 - 4) + (4° H/3) * (2* F2 - F3 + 2° F4) 

Y(D) = Y(I - 2) + (H3) * (F3 + 4* F4 + F (X(1), P)) 


P= F3 

EB = F4 

F4 = F(X 
10 CoRR 

RETURN 

END 

7.1 طرق رilج Runge-Kutta Method |g‏ 
: ن زیخیلا إلا أن ثد 
تضّ هذه الطريقة بجموعة من الطرق ا مراتب غتلفة ر ري 
هذه الطرق هي ذات المرتبة الخامسة في الخطأ الموضعي ي 0 


الصيغة التالية : 
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حل المسألة: 


y' = f(x, y), y(x = y, 


أحسب: (... ,0,1,2 = ) 


k, = hf (Xx; Y;) 


k, = h f(x, + h, y; + kڊ)‎ 


= ل + و‎ )k, + 2k, + 2k, + k7 


مثال (11.1) : 


احسب ر بطريقة رانج کوتا إذا کان 


y' = e - ,و‎ y)0( = 0, = 1 


في هذه الحالة : 


f(x,y) =e -Y 
k, = h f(0, 0) = 1 


k, = hf(O + .12,0 + 1/2) = 1 
= .,091229 


09061679 


05 _ ,05( 


k, = hf(O + .12,0 + .0901229/2) = 
k, = hı f(1, 09061679) = .0812 


k = 
Jı =Yo* (k,+ 2k, + 2k * 9 
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.090483 


(11.1) Yi+1 


ملاحظات : 


مثال (11.3) : 
ااا أكتب برناحجاً فرعيأً لحساب (1 + 1) ¥ من (1)¥ و(1)× بطريقة رانج 
y(.1) = (.1) exp (-.1) = . 04834‏ كوتا لحل المعادلة Y' = F(X, Y)‏ 
4 واستعمله لايجاد قيمة لإ عند 1 = × في حل المعادلة لإ× = "ر ,1 = (0)ر. 
وبالتالي فإن الخطاً في هذه القيمة التي تحصلنا عليها بسیط جدا وني حدود ي هذا البرنامج الفرعي أطلق على (1 + ۷)1 اسم YNE۷W۷‏ واطلق 
2..وهذا يدل على الدقة العالية التي تتمتع بها طريقة رانج کوتا. إلا آنا 


الاسم ۲01٥‏ على (۷)1) . 
جب ألا نسى أن المجهود الحسابي في هذه الطريقة هو مشلا ضعف المجهود ني 


طريقة أويلر المعدلة حيث إن كل خطوة في طريقة رانج كوتا تتطلب حساب 


SUBROUTINE RK4 (X, YOLD, YNEW, H, F) 
REAL K1, K2, K3, K4 a: 
أربع مرات بينها يتم ذلك مرتين فقط في طريقة أويلر المعدلة.‎ ٤ الدالة‎ 


K1 = H *F (X, YOLD) 

K2 = H* F (X + H2, YOLD + K1/2) 
K3 = H*F (X + H2, YOLD + K22) 

K4 = H*F (X + H, YOLD + K3) :‏ 
مثال (11.2): n‏ ا YNEW = YOLD + (K1 + 2*K2 + 2° K3 + K4)6.‏ 
بين أن طريقة رانج كوتا تؤول إلى طريقة ملن (خطوة التصحيح) ا END‏ 
المعادلة : = "نامج الرئيسي لل السالة وإجماد قيمة لر عند 1 = × کا يل: 
y' = f(x)‏ 


أي عندما ۴ تعتمد على × فقط . 


EXTERNAL F 
X=0 
¥ =1 
H = 0.1 

10 CALL RK4 (X, Y, YN, H, D k= 
X =X +H f(x) 
IF (X. GE. 1. 0) GO TO 20 
ي ا‎ hf, + ر2‎ 
GOTO 10 

20 WRITE (*, °) Y k= hf + رھ‎ 
sTOP 2 
END 

حظ أن هز| الرنا 


دفي هذا الثال الالح 2 توي عل برنامج فرعي لتعريف الدالة ۴ء ٣‏ 


قي هذه الحالة : 


k> 
hf + h) 


أي أن وم = ر وبالتالي فإِن : FUNCTION F (X, ¥) h‏ 
| 6 


F=X*Y ) h 
1 1 * f(x, + 2 (+ + | 
END ية ملن بخطوة مقدازها ج‎ : 
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e ay 4 h [ 


مثال (11.4) : 
بين أن طريقة رانج كوتا ها خطا موضعي من المرتبة الخامسة عند حل 
المعادلة ر = 'ل. 
نلاحظ ولا أن ر = 'ر تعن أن: = لك ل لل 
وبالتالي من متسلسلة تايلور: 
h? 3 hٌُˆ‏ 
Ha FBT TY ORD‏ 


ومن طريقة رانج كوتا» نحصل علل ”ر (أي القيمة التقريبية ل رب 


kı = hf (x,y) = hy, 


= h 2 2 3 
ر مر مرو( ا اا‎ 
k, = hf 3 
٤ (EH, iF KO ml + BE + + و‎ 
* 
a | 8 
1 3 hy + hy; + hy + 2hy, + hy, 4 و‎ 
3 4 
+ hy. + hy + کط_ ا‎ 
| Yi Ji 2 Yi + 4 Yi 
J+ 
6 y+ د 1 و ے‎ 1 7 hy 
J+ ê J+} 
J+ hy + + ٣ط‎ 
E TF 
© انه یتناس‎ 


y e E‏ نری باد 
ومن تعريفنا اللخطا الموضعي بأنه الفرق بين 19+ 
ط وبالتالي فهو من المرتبة الخامسة . 


نارين (5) 


ات طريقة ملن (صيغة التصحيح فقط) لحساب ل عند × = 2 3ء 
بحل المعادلة ر - = "ل واعتبار: 
y)0( = 1, y).1( = .904843‏ 
بن أن صيغة التصحيح ني طريقة ملن (قاعدة سمسن) غير مستقرة. 
اکتب برناتجاً لحساب ل عند × = 4ء 5 6 u...‏ 1 بحل المعادلة: 
y' = xy” +1‏ 
y(0) =1‏ 
وحساب (1.)لإء (2.)ر» (3.)ر بطريقة أويلر المعدلة مستعملاً 05. = 1ط 
في طريقة أويلر المعدلة وثم0.1 = ط1 في طريقة ملن. 
أعد كتابة البرنامج في تمرين -3- مستعملاً طريقة رانج كوتا بدلا من 
طريقة أويلر المعدلة. 
Î‏ ن 
حب لإ عند × = 1. ,× = 2. بطريقة رانج كوتا في حل المعادلة: 
y)0( =0‏ ,1+ ”ر = y'‏ 
y = tan )×( 1‏ 
بین أن : 
2 م 2 
k(4) = |1 - 4# + 4-- + | <1‏ 


هو الشرط في الاستت | : 
ب الاستقرار ي طريقة رانج كوتا (۸ط = #). حاول تحديد 
+ د قيم مختلفة ل ف ورسم .٥)4(‏ 
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2 حل المعادلات التفاضلية الآنية 


كثيرا ما تواجه الدارس ف العلوم الطبيعية معادلات تفاضلية آنية 
)Simultaneous differential equations)‏ على النحو: 


yُ f(x, Yy, u) 
(12.1) u = g (x, y,u( 


وهما معادلتان تفاضليتان في مجهولين هما ر ,ا وكلاهما يعتمد على التغير×. 
في هذه الحالة نحتاج إلى شرطين ابتدائيينء أي : 


y (x) = yo, 1 )x( = 


مثال (12.1) : 


استعمل طريقة أويلر لحساب ب ,نا عند 1. = × من المعادلتين: 


y' = xy +u 
u’ = uy +1 


y(0) = 0, u(0) = 1 والشر‎ 


نلاحظ هنا أن : + xy‏ = )س 1y,‏ 


8, y, u) 


Tuy +1 
(1) > y(0) + i a إذن بطريقة آويلر:‎ 


.1( > 
1(0) + (1) g(0; 0,1) = 1.1 
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مثال (12.2) : 


y (.1) = y(0) + (.1) f(0, 0, 1) = 0.1 


7 (.1)= u(0) + (.1) g (0, 0, 1) = 1.1 


وهي القيم التقديرية ويتم تصحيحها بالآتي : 
y(.1) = y(0) + @ [f(o, 0, 1) + (0.1, 0.1, 1.10]‏ 


= (.05( (1 +1.11( 
= ).05( )2.11( 
= .1055 


u(.1) = u(0) + GD [g(0, 0, 1) + g(.1, .1055, 1.1] 
= 1 + (.05) [1 + (1.1) (.1055( + 1] 


= 5 


مثال (12.3) , 


اس ê‏ 
تمل طريقة راج كوتا لكتابة برتامج فرعي لمل العادلتين (12.1) من 


نقطة الابتدائية 


X(1), Y(1), U(1) 


X(N), ¥(N), U(N) ةطتiلl‎ dإ‎ 


sUBROUTINE RKM (KX. Y. U,F, G,H,N) 
REAL K1. K2, K3, K4: L1, L2, L3, L4 
pIMENSION X(N). Y(N), U(N) 

po 101 =1. N ~1 

xI = X(D) 

YI = Y(D) 


UI = U(1) 
K1 =H?” F (XI. YI. UD) 


Lı = H * G(XI, YI. UD) 
xo = HF (XI + H/2. YI + K1/2, UI + L1/2) 


L2 = H* G (XI + H/2. YI + K1/2, UI + L1/2) 
K3 =H *F (XI + H/2, YI + KZ 2, UI + L2/2) 
L3 = H * G (XI + H/2, YI + K2/2, UI + L2/2) 
K4 = H* F (XI + H. YI + K3. UI + L3) 
L4 = H * G (XI + H, YI + K3, UI + L3) 
X (I + 1) = X (I) + H 
Y(I +1) = YI + (K1 +2 
U(1+1)= UI + (L1 + 2* L2 + 2* L3 + L4)/ 6 
CONTINUE 

10 RETURN 
END 


* K2 +2 * K3 + K4)/6 


3 المعادلات التفاضلية من ار تبة e‏ 
الشكل العام للمعادلات التفاضلية من المرن 

ګګ ا 'ر. تعتبر هذه امعادلة 
ye‏ 

I 2 all 7‏ تة لمشتة ي اة هئ 

ا اکان یل ااه ل سی ایی کل مسا 

لمرتبة الأولى وذلك بأخذ: 


u=y’ 
u' = ”ر‎ = 8(x, y, u) : وبالتالي فإِن‎ 
J' =u : ي ان لدينا المعادلتين‎ 


u' = E(x, y, u) 


وهما حالة خحاصة من (12.1) حيث هنا: 


f(x, y, u) = u 
لاحظ أن حل معادلة تفاضلية من المرتبة الثانية یتطلب شرطین ابتدائیین‎ 
ھہا:‎ 
y(xo) = Yo: Y (<o) 7 o 
وفى هذه الحالة فإن المسألة تعتبر مسألة قيمة ابتدائية وهى النوع من المسائل‎ 
الذي سندرسه هنا. أا النوع الثاني فهو ما يسمى .عسألة القيمة الحدية‎ 
: وفيه تتحدد القيم‎ (boundary-value problem) 
y(xo) = Yo: Yn) 7 Ya 
.]×, أي النقطتين عند الحدين للفترة [ے×‎ 


مثال (13.1) : 


احسب لإ عند 1.=× و 2, 


=× باستعمال طريقة أويلر في حل المسألة 
الابتدائية : 


y'0) = 1‏ ,0 = (0)ر ,0 = + ”ر 


y' =u 
u = -y : وبالتالي فإن‎ 
y' = f(x, y, u) = u أي أن:‎ 
u = g(x,y, u) = —y 

وعلى ذلك : 


y).1) = y0) + (.1( (1) = 0.1 
u(.1) = u(0) + (.1) (y,) = 1 
y(.2) = y(.1) + (.1) (1) = 0.2 
u(.2) = u(.1) + (.1) (-.1) = 0.99 
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لاحظ أن حل المسألة هو: 
y = sin (x)‏ 
آي ان القيم الصحيحة هي : 

y(.1) = sin (.1) > 0998 
y).2( = sin(.2) = . 86 


مثال (13.2) : 


۱ تعمل طريقة أویلر المعدلة حل المسألة السابقة . 


ü (.1) = u(0) + (.1) (= yo) = 1 
y(.1( = y(0) + ونا کے‎ + Uu (.1)| = 0.1 


5 


Ff 
u).1( = )ر = (0) =| س + (0)ں‎ .1(| = 5 


u ).2( = u) .1( + ).1( )-y).1(( = .985 
y(-2) = y(. ك‎ 3 
y).1( + ت + (1.) ەس‎ ).2(| = .9 


3 ¿ لحساب .y‏ 
لاحظ هنا استعهال ت كقيمة تنبؤية وليست هناك حاجة لحساب 


مثال (13.3) : 3 
أ قيمة لر عند 1. = × من المعاد 


¥ +y =0, y0) = 0, (0) = 1 


بطريقة رانج کوتا. 


kı = huy = 0,1 


n‏ کے 


€, = - hy, = ¬ ).1( )0( =0 
k, = h(u, + €,/2) = (.1) (1 + 0) = 01 
کر‎ h (Yo * k2 == ).1( )0 + .05( = - .5 
k, = h(u, + €/2) = (.1) (1 ¬ .0025) = 095 
€, = — h(y, + k2) = > ).1( ).1/2( = - .5 
k, = h (u, + €) = CD) )1 - .005( = .5 
€= ho + kK) = 7 ).1( ).09975( = = 5 
y).1( = y)0( + [k, + 2k, + 2k, + k(6 = 0998333 
: لهي قيمة قرية جداً من الحل الصحيح‎ 
y(.1) = sin (.1) = <09 4 


ا 
تمارین (6) 
1 اسب ق ون یر . 
3 ,2 ,1. = 
عن المعادلات الأنيع , 
u' = u ¬ ۷‏ 
v= -u+v‏ 
اه . 
الابتدائیین 1 = (م)ں و0 = (۷)0 

1 2 
بعريقة أويار «ب» بطريقة أويلر المعدلة 
بطريقة رانج كو (د) بطريقة الفرق التاخر 
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: قارن الحلول مع الحل‎ 
u = 0.5) +e 
v= 0.25 (e n e*( 


بن أن المعادلتين في تمرين (1) يكن وضعهيا على النحو: 
Y' = AY‏ 


ومن ذلك فإن طريقة أويلر تكتب على النحو: 
Y= CY,‏ 


أوجد المصفوفة €. كذلك أوجد المصفوفة ١‏ في حالة استعمال طريقة 
الفرق المتأخر وطريقة شبه المنحرف. 
استعمل h‏ طريقة أويلرء«ب» طريقة أويلر المعدلةء«ح» طريقة رانج 
کوتا. 
لحل المعادلة التفاضلية (عند 1. = 2,1. =ا). 

+ y' + 3y = 


y(0) = 1, y'(0) = 2 

ت أ ذلك بحل 
برامج فرعية لحساب اا ,۷ عند × حيٹ 1 من 1 إلى وذلك 

المعادلتين : 


u = 
f(x, u, ۷v), u(x) پڪ‎ o 


= g(x, u, v), v(x) = vo 
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بطريغة أويلر. ب) بطريقة أويلر المعدلة. ح) بطريقة رانج كوتا. 
و أعد كتابة الامج الفرعية في تمرين (4) لحل «ه معادلة تفاضلية مع مم 


شرط ابتدائي . 


م إكتب برناجاً فرعباً لحل نظام من العادلات التفاضلية الخطية بطريقة فش 
المنحرف. (لاحظ أن مثل هذا الرنامج يتطلب برناعاً فرعياً آخر لااد 
معكوس مصفوفة . استعن بتمرين (2) في الحل) . 

7 المعادلة التالية : 


cC 8 cn) =‏ 
0= 0 ہنی کے + ھگ ر" 
mê 7‏ + "0 


تصف حركة البندول كا في الرسم التالي : 


9 


استے | Ef‏ 
طريقة مناسبة لإإيجار 0)0 ابتدا 


T 
)0( = 0,0) = 4 حتی يتوق ر ۶ن‎ 
O a 
7 zl m€ استخدم 1 ے ر‎ 
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س (1) 


س (2) 


س (3) 


س (4) 


س (5) 


: أكتب برنامجاً للمقارنة بين الحل ال 


اختبار غوذجي )1( 


الزمن : ۵0 (ساعة ونصف) 


: أكمل ما يلي 
تعتر طريقة .......... ذات استقرار مشروط أما 
طريقة .......... فهي غير مستقرة على الاطلاق بين تعتر 
طريقة ب م تة دون رط 


2 طريقة أويلر المعدلة لتقدير ل عند 1. = × من 1 = (0)( 


والمعادلة 1 = ر'ر. (استخدم 4 خحانات عشرية في الحساب). 
“م د ر للمعادلة 


ور فت ر والغرط 1 = (۷)0 والحل العددي بطريقة أويلر عند 
1 = × بأحذ قيم ختلفة لمقدار الزيادة ۸ بحيت ٠‏ 


تاقيم ¥ 
ت لاذا تعطي طريقة رانج - ر فيم 
ي عند حل المعادلة چ4 = 'y۔‏ 


المنحرف ٠.‏ 
> أوجد مرتبة hi‏ الو ضعي في طريقة شب 
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فطل افاسن 


صسانل القيم الححية 
Boundary-Value Problems‏ 


81 مقدمة 


مسائل القيم الحدية هي ذلك النوع من المسائل التي تتحدد فيه المعادلة 
التفاضلية وقيم المتغير إ عند قاط |zÈدg (boundary points)‏ . فمثلا المعادلة: 


y= f(x,y,y),a <x <b 


a.D 
: مع القيم الحدية‎ 
(1.2) y)a) = ¥ y(b) = Yo 
حیٹ‎ 
يم معلومة . تعرف (أي المعادلة مع القيم الحدية) بمسألة قیم‎ Yer ا‎ 
والغرض م.‎ 
۱ من حل مسالة | الحدية عددياً‎ 
اوی ۴ هو إتجاد قيم تقريية للمتغير و‎ 


x, = xo + ih, Xo 78 


ba 
h= 


آي ان: 
x =b‏ 
وبالتالي فإن عدد المجاهيل هو 1 - ١‏ قيمة» وهي : 
ول 9 ¥29 ¥ 
Yo = Y (xo) = Yq‏ 
Yq = Yy(X,) = ¥,‏ 


8.2 طريقة التصويب Shooting method‏ 
تعتمد هذه الطريقة على تحويل مسالة القيم الحدية إلى مسألة قيم ابتدائية 
وذلك بإيجاد (ر»)'ر التي تحقق القيمة الحدية ول. 


مثال (2.1) : 1 
استعمل طريقة التصويب لحل المعادلة : 


×2 - = ر + ر + ”ر 


مع الشرطين الحدين : 


y(0) = 0, y1) = 2 


نحري أولاً التحويل التالي: 


JY'=u 
(ں + ر + ×2) - = ا‎ 
در ق القياء‎ 
لحل هاتین المعادلتين كمسألة قيم ابتدائية» تتوار‎ 
Jo =0 
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ولکن را مجهولة . نحاول اوا تقدیر ردا عشوائیا ولیکن مثلا: 


المحاولة الأولى : 


U, = 2 


نستعمل في هذا الثال طريقة أويلر المعدلة أو أي طريقة أحرى مناسبة مع 
افتزاض 0.25 = 1 لنحصل على : 


U j, 2 U F Bg (Xj Yj u) 


Jj1 Yi + [u, 8 أ‎ 


h 
Uj; 2 U + 2 


[E(x yp U) + B+ Jir 0) 


(س + و + 2( - = (س ,ر ,») ع 
ويا أن 1= h = 0.25, xo = 0, xX,‏ 
فإن: پة 8 
أي اننا زو 
Yr Ya Y3 ¥4 e‏ 
ما تخت قیمة روء قإذا کازت , 
فان 2= (1 )ر = ړو 
فإن المحر ر 
۳ او ا م ا ی کی 
قت المطلوب , جار لقيمة Uo‏ لمجهو فد 
اي هه القيم فعلاً نتحصل على 
5 = ول 
4 = رل 
8 = ول 
y = 9352 ۶ 2‏ 


8 4 


المحاولة الثانيةء ولتکن 
تعطي التتائج التالية : 


إلى محاولة أخرى عشوائية. 


u = ¥ )0( =6 


5 = إل 

7 = رل 

2 = ول 

J, = 3.0648 

آي آن: J4۶2‏ 

وبالتالي فإننا نحتاج إلى محاولة أخرى» إلا أن هذه المرة لن تكون عاولة 

عشوائية» ولكن نستعمل طريقة القاطع (أنظر الفصل الأول) للحصول على 

قيمة قريبة من القيمة الصحيحة . نلاحظ أن رر رفي هذه الحالة ل) تعتمد على 
القيمة التي نختارها في البداية (أي رر). هذا يعني أن: 


y= 0‏ )2.1 
أي أن رر دالة تعتمد على مْر. إذا افترضنا أن هذه الدالة خطيةء أي : 
(2.2 
00 ه٩‏ کرلک ya sm+‏ 
فإن : 
52. - 3.0648 _ (۵)2 - (8)6 ی 
4 6-2 
54. = 
m= %6) - 6&6‏ 
(5324.) 6 - 3.0648 = 
3.1944 - 3.0648 = 
12%6 - = 


والآن لإجاد قيمة رل التي تجعل ل تساوي 2ء نجري العملية : 
6 1296. +2 


J7 sg 524‏ 
باستعمال هذه القيمة في المحاولة الثالثة (أي 4 = رس) : 
y= 5‏ 
55 = رل 
5 = ول 
Y4 =2‏ 


ا فإن هذا هو الحل الصحيح حيث إن رل تحقق القيمة الحدية 
به. 


ملاحظات : 

ا (2.1) اذا سميت هذه الطريقة ية التصويب» حيث 

د و ر یب » حح 
ت الثلاثة التي تم الحصول عليها بثلاث محاولات لقيمة رر . 


لاحظ أن ' 
مو ميل اماس للمنحنی (»)ر عد النقطة وج هذا اليل كن 


دور 


اعتباره ميل فوؤهة المدفع (أوالبندقية) في محاولة إصابة هدف على بعد کیلومترواحد 


(مثلا)ء آي أن 1 = × وعلی ارتفاع 2 کیلومتر (مثلا) أي أن 2 = پر. باستعال 
الميل 2 = رر فإن التصويب كان تحت الهدف وباستعمال میل أعلی 6 = ہر کان 


التصويب فوق المدف» ولكن باستعمال اليل الواقع بينها 4 = ر كان التصويب 
عند الهدف تماما 


(2) لاحظ في المغال السابى أن ثلاث عاولات فقط كانت كافية لإمجاد الحل. 
بالإمكان تعميم هذه النتيجة على المعادلات الخطيةء ولكن الأمر ليس صحيحاً 
إذا كانت المعادلة غير حطيةء ولا بد من استبدال الشرط (×)ر = رلا بآخر 
تقريبي » آي نشرط أن (ي»×)ر = ړل. 


والخوارزمية التالية تلحص بتحديد أكثر طريقة التصويب: 


1- حدد المعطيات: الدالة ع والقيم الحدية (ر×)ل و (,×)ل ورقم الج 
والحد الأعلى لعدد الدورات التكرارية ×" وقيمتين » و8 كتقر 
للقيمة المجهولة (ى×)”ل. 


: حل مسالة القيمة الابتدائية‎ -2 
Y= g(x,y, y’) 
y (xo) > ول‎ Y'(x( = @ 


: قة العددية) ٠‏ 
کی اک مایا یه وشم عد یه کک 
طبع النتائج ونو 
5b 1‏ 4 ۽ إطي ج 
3 قارن بین (ړ×)ل و ړل اذا کانا قریبین في حدود ۶ 


ر ولیکن الناتج ۶ 
4- حل المسالة في الخطوة 2 ولكن مستعملا 8 = ل 2 
× ہو مو۰ د 


ی ازا کانا قریین ف 
5 _ قارن بين الحل الصحيح (>)۷ و ير بحیث اذ 
اطع الناتج وتوقف . 


6- أحسب قيمة جديدة للمجهول (ر×)'ل من طريقة القاطع» أی: 
(B > «)‏ 
کک کے ےو 
(Yaa = Ye)‏ (2.3) 
7- حل المسألة فى النطة 
ي الخطوۃة 2 مع استعمال ل = (م×)'ر ولیکن الناتے ع: 
7 )ل ولیکن الناتج عند × هو 
ات ا س 
2 بن (م×)ل والقيمة رمل. إذا كانت القيم متقارة إ 
التتائج وتوقف . ٠:,‏ كانت القيم متقاربة في حدود ٭ اطبع 
9 فم بالتغييرات العالية : 
a= PB |‏ 
10 ! إل B zy‏ 
حع إلى الخطوة (6) السات ة مم التأكر ۲ 
نزي عن العدد المحدد و ب ۷ جدید مع التأكد أن عدد الدورات لو 


4 : 


sHOOTING METHOD 
EXTERNAL F, G 
DIMENSION X (11), Y (11), U (11) 
WRITE (*,°)' ENTER X1, XN, H, Y1, YLAST,EPS,MAX,ALPHA, BETA’ 
READ (*, *) X (1), XN, H, Y (1). YLAST, EPS, MAX. 


ALPHA. BETA 
U (1) = ALPHA 
N = (XN - X (1) H + 1.5 
CALL RKM (X, Y,. U, F, G, H,N) 

IF (ABS (YLAST ~ Y (N)). LE. EPS) GO TO 200 


= FON) 


YALPHA 


U (1) = BETA 
CALL RKM (X, Y, U, F, G, H, N) 

WRITE (°, *) BETA, (Y (),1 = 1,N) 

IF (ABS (YLAST — Y (N)). LE. EPS) GO TO 200 


Y (N) 


YBETA = 


DO 50 K = 1, MAX 
GAMMA = ALPHA + (BETA — ALPHA) * (YLAST —- YALPHA) 


*/ (YBETA - YALPHA) 


U (1) = GAMMA 
CALL RKM (X, Y, U, F, G, H, N) 
YGAMMA = Y (N) 
IF (ABS (YGAMMA - YLAST). LE. EPS) GO TO 100 


BETA 


ALPHA = 


BETA = GAMMA 


= YBETA 


YGAMMA 


CONTINUE 
WRITE (*, 10) GAMMA 
FORMAT (‘INITIAL DERIVATIVE =’, F20.6) 
WRITE (*, 20) K 
FORMAT (NO. OF ITE 
RATIONS =', 13 
DO301=1,N : 
OTE (40) 1, Y (D 
MAT ('Y (, 12, `) =’ 
n (12, ') =’, E12.6) 


YALPHA 
YBETA = 


END 
FUNCTION G (X, Y, U) 
G=1-XeU- YY 
RETURN 


ao 
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FUNCTION F (X. Y, U) 
F = U 

RETURN 

END 


-1 


تمارين (1) 


«أ» بين أن مسألة القيم الحدية في الخال .2 ها الحل : 


y)x)( = 4% ¬ 2x 


«ب» علل اذا أعطت طريقة أويلر المعدلة ق هذا الخال قیم ;¥ مساوية 
للحل الصحيح؟ 


الطريقة المعدلة . ماذا تلاحظ؟ 

استعمل طريقة نقطة الصف وقارن بالحل الصحيح. احسب رو » 
9 ,ا من طريقة أويلر. 
إذا كانت المعادلة الى تحدد مسار قذيقة (×)ل هي : 


"+ +y =7 


حيث ل تمثشل الارتفاع و× فل E‏ 
استعمل طريقة التصويب لإجاد اليل عند قط ل 

هدف على بعد 2 کیلومتر وارتفاع 2 کیلومتر : e‏ 
وا باستعهال الحساب اليدوي تي 3 حاولات ! 

أویلر. 


کا 
ر دما طريقة رانج 


«ب» 


واعتبار 0.1 =ط۔ 


لحل المسالة الحدية : 


۳= : 
I, y.y’), Y(a) = y.. ر(b(‎ = 0 
b 


علا بأن (a)"ر‏ مجهولة ولكن تقع في الفترة (8 ,») حيث » 
العطيات. لاحظ أن ني هذه الحالة يكن استعيال طريقة 
طريقة الوضع الخاطىء أو طريقة التنصيف لضان التقارب . 


,من 
التصويب مع 


أ أكتب البرنامج مستعملا طريقة التنصيف . 


«وب» آأکتب البرنامج 


متاه طريقة الوضع الخاطىء . 


عند حل مسألة القيم الحدية الخطية : 


y" + p(xX)y' + q(x) y = r(x) 


y(a) = y,,Y(b) = Yo 


حیثٹ م ٩‏ ۲ دوال معلومة في »ى نحصل على الحل (×),۷ بطريقة 
التص 


8B 


| y4)) > Yo |, 
)و۷ ¬ (ط)ےر‎ ( 


9 : 
استعصل صيغة الحل في رين (4) 


2). هل 
: أكتب برناجً 
الصيغة ا 


ویب باستعمال » = (۸)رء ونتحصل عل الحل (٭) یل باستممال 
.١)(‏ اثبت أن الحل الصحيح هو: 


1 1 yq (x) + 


y(‏ = ا لاب 


لحل مسالة القيم الحدية في مشال 


يکن استعمال هذه الصيغة لحل المسألة في تمرين (2)؟ 


مسألة القيم الحدية الخطية في تمرين (4) باستعمال 
في التمرين . 


و ی ا ج 


طريقة الفروق المتهية 


y= fk, Yr y( 
ر = (م)ر‎ 
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حل تقريبي لمسالة القيم الحدية : 


99و1 


وذلك باستخدام الصيغ التقريبية للمشتقات 'ر ,” 


¥ بطريقة الفروق المنتهية 
(انظر الفصل السادس). فمثلاء إذا استعملنا الصيغ : 
Yir1 7 JYi-1‏ 8 
Ji ° 2h‏ 02 
eT 2Y; + Yi-1‏ 
i h2‏ )3.3 


وما صيغتان من المرتبة الشانية (أي (0)۲) فإننا نحصل من (3.1) على 
معادلة الفروق: 


Ji17 Ji 
64) e Far hَُ (ke Ji ا‎ 0 


هذه المعادلة تتطلب حلا تحت الشرطين : 
Jo 2 Yan 2 Yo‏ 


حيث ١‏ هي عدد التقسيات للفترة [ط ,ة] وحيث 1 هي طول كل تقسيمة؛ 
آی: 


(3.5) bii E : 
n "< AC 


إذا كانت الدالة ۴ خطية على النحو : 


(3.6) 
f(x, y, y') = ¬ p(x) y' ¬ q(x)y + r(x) 
6 : فإن المعادلة المطلوب حلها هي‎ 
Jy” + p(x)y’ + q(x)y = r(x) 
64 وباستعهال الرموز:‎ 
1 ° r(x)» Qq; = q(), P, = p(x) 
G9 : والتعويض في (2.4) نحصل على‎ 
Ari, + BY, + CJi, = D, 


: حیت‎ 
A, =1 — p2 
B, = ~2 + hq; 
(3.10) 
C, = 1 + p;h2 
D, = hî r, 


: بأخحذ قيم ¡ بحيث‎ 
1= 1,2, =1 
: في (3.9) نحصل على المعادلات الخطية الآنية‎ 
B, Y, + C, Y= D, ¬ A, Yo 
AY, + BY+ CY; 7P» 


AyY +BY; + C;J4 =P,» 


A-1 J a-2 * Ba-ı Ya-1 n1 7 Ca-1 Yn 
: المعادلات كن كتابتها بطريقة المصفوفات كالاي‎ ٠ 
B, C 0 °0 0 
A, B C ° . 
68.11) 0 Ay, By C 0 
5 A-1 B-1 JYa-1 
D, 7 A, ¥o 
D» 
“ Ds 
8 ا‎ 


لا أن المغوقة في هذا لظام لخي تكرن سن لطر ن ر وى 
,4 وفوق القطر ,© وبقية العناصر في المصفوفة كلها أصفار. تى ري . 

المصفوفة مصفوفة ذات الأقطار e Tridiagonal matrix ail‏ 
2 الخطي (3.11) بطريقة جاوس مثا مع مراعاة أن e‏ 
المصفوفة القطرية الثلاثية يوفر الكثير من الحسابات عند تحويلها إلى مصفرة 


مثال (3.1) : 
حل المسألة الحدية : 


y" + y =0, y)0( = 0, y)1( =1 


باستعمال طريقة الفروق المنتهية . استعمل 25. = 1 


نلاحظ في هذا المثال أن ر ¬ = ('۷ ,لز ,)؟ 
من )3.4( نحصل عل : 
eı 7 2Y FY, = h (= y) =0‏ 


Yiu * (~2 + 
+1 B)Y + Yi, =0 


وا أن 25. = ۸ فان 4= 35 
إزنظاء الحطي 
ن النظام ك 
وبالتای يكون عدد المجاهيل 3 هي 1ء ر وا. ویکو 


(3.11) على النحو التالي: 
1 1.9375“ 
0 1 
Y1 0‏ 1 1.9375“ 
0 ووو 1 1 
1- 


وعند الحلء نحصل على : 
3 = رل 
y= .502‏ 
8104. = ول 
ملاحظات : 


(1) الحل الصحيح للمسألة في الخال السابى هو: 
y(x) = sin(x)/ sin(1)‏ 


ا 0 = (25. )ر 
8. = (5. )ر 
y(.75( = .1‏ 


وبالقارنة با لحل العددي في طريقة الفروق المحدودة نجد أن الخطأ لا يتعدّى 
الخانة العشرية الرابعة بعد الفاصلة. 

(2) لو کانت العادلة (3.1) غير خطية لتتج عنها نظام من المحادلات غير 

(3) لو فرضنا 


كبر بالنسبة لحل اليدو 


E E ا‎ 9 h=0.1 
لاصبح النظام الخطي ذا تسعة جاحيل. وهو عدد‎ 8 
ي» ويصبح من الضروري أن يستعمل الحاسوب‎ 


أ 


برناحجاً خل المسالة اليرية . 
y" + xy' + xy = sin (x)‏ 
Y)0( = 0, y)1( = 2‏ 
وق المنتهية مستعما البرنامج الفرعى : 
لن ر SUBROUTINE TRID (A, B, C; M’ E, Y)‏ 
e 0‏ م Y‏ للنظام الخطي ذي الأقطار الثلاثة 4 ,8 ,۳ والعكون 
ب. العمود ع هو الطرف الأن من النظام . 


بطريقة الفر 


FINITE DIFFERENCE METHOD..... 
1 2 pIMENSION A (100), B(100) c(100), D(100), ¥Y(100) 
Yj 7 2Y; * Jir +2 (Y7 Yi) 7 2C + x) h j 
O) =X ° X 
ر ى‎ R(X) = SIN (X) 
3 READ (*, *) H, XO, XN, YA, YB 
-2(4 1 M = (XN- XOJ/H ~ .5 
yo = 2Y, + Y2 * 6 0-0 =2) 3) = N XO 
x= XO +1*H 
A(I) = 1 - P(X) * H2 
B() = -2+H*H’ Q(X) 
C(D =1 + P(X) * H2 
10 D(D) = H*H* R(X) 
y= 5) D(1) = D(1) - A(1) * YA 
1 D(M) = D(M) - C(M) * YB 


Ca... 


ا ج =1 وتحريل المعادلة التفاضلية إلى معادلة فروق نحصل عل : 


Xx 


- 12y, + 7¥ = 9 


ج 


=2 
CALL TRID (A, B, C, M, D, Y) 
3 DO201=1,M 
قمة‎ 0 0 I, Y(D) 
ا ا توت لا التي العطاة عدر بين‎ e Y( . 2. ``. E20.6) 
لل هذه الشكلة يكن أن تستعمل تريب‎ .١ ڪن هي دست‎ 
EN 
72ول‎ DRL E B, اجا‎ M,E, YY 
e E DO101 2, M , B(M), C(M), E(M), Y(M) 
ONST = 
أي الفرق الئا:‎ = A(D/ B(I — 
ي الفرق المأخر‎ | BM = B() J B(I ~1) 
أ‎ E( CONST* Ca- 1) 
لوا‎ 0 = E(I) ~CONST* E(I - 1) 
3 72 2ے‎ ) = E(M)/ B(M) 
آو:‎ 1 DO 20J = 1, M- 1 
1 2% K=M- J 
Y(K) = 
RETURN 


(E(K) -C(K) *Y 
(K + 1))/ Bı 
END )» B(K) 


مثال (3.3): i‏ 
| أوجد (1/3)ر و (2/3)ر من المسألة الحدية: 
J" + y' = 2)1+×(‏ 

y(0) =0, y'(1) =2 


وبحل هذا النظام نحصل على : 


y= 5‏ 
3 = رل 
1.0818 = ول 
ملاحظة : 
الحل الصحيح في المثال السابق هو: »× ر 
آي ان : 


y)1/3( = 1/9 = 111‏ 
y(2/3) = 4/9 = .4444‏ 
y(1) = 1‏ 
اخطا الموجود في الحل العددي بطريقة الفروق المنتهية (المركزية) ف ٠‏ 
ا)*ال هو ناتج كلية عن تقريب (1)“ر بالفرق المتاخر من الرتبة الأوى. ذلك لان 
الخطأً الناتج عن تقريب ۷ مر بالفروق المركزية في هذا الثال هو صفر لأن: 
0 ر ,2 = ر ,2 = ار = ل 
ا ا y۳”‏ 
وا معروف أن الخطاً فى تقريب ر باستعال الفرق المركزي Pn‏ 1 
ذلك تحت ن ء ف الة ۶ 
(انظر الفصل السادس). وعلى ذلك نستنتج أن پت 4 ت 
عليها بالحل العددي هي ناتجة في هذا امغال عن تقريب (۷)1 


:)3.4( مثال‎ 
: لحل المسالة الحبية‎ ٠ = .2 استعمل‎ 
Y + 10y’ + y= 1 
Y(0) = 1, y(1) = 2 


بطريقة الفروق المركزية (المحهة) . 


ر 


نلاحظ هنا أن : 
p(x) = 10‏ 
q(x) =1‏ 
r(x) =1‏ 
وبتطبيق (3.10) نحصل على النظام الخطى : 
04 
ı i‏ 0 0 2 2.04- 
4 ¥2 0 2 2.04- 0 
J3 . 0‏ 2 2.04- 0 0 
Y4‏ 4- 0 0 0 


ولكن مشكلة هذا النظام 


بعتمل 2 
على قیمة رار وهذ 


الخطي أن قيمة ول لم نستعملها لإيجادهء أى أنه له 


| یع - 
ا يعنی وجود تناون ٤‏ 
عل قيمة (0)ر, لظا * مو و الحل الصحيح الذي يع 
مب المشكلة 7 
أي عندىا. 


ا کیت ا . 2/p(x)‏ = 
حت نمقي على القيم الحدية قي النظام 


تعرینات (2) 


a 
جد قیم ر ے.‎ 
بطريقة التصو‎ x= .5,1, a من المسأل‎ 
2 + 4 
12 j 
ن 0 یر (2 ,0 = (0)ر‎ 
صحیح هو:‎ 


×4 + = ل 


قارن بين الحل العددي بطريقة الفروق المركزية وهذا الحل. لماذا يتساوى 
الحلان في هذه المألة؟ 
استعمل برناعاً حل المسألة على الحاسب الآلي هذه القيمة ل ۸. 
4 ماهى قيم 1 ا لمحظور استعم الما في حل المسائل التالية بطريقة الفروف 
امركزية حتى لا تتلاشى القيم الحدية في الحل العددي. 
2y” + 100~ y =0 ¢‏ 
y(1) =2‏ ,1 = )0( 
(ب) 1= y” — 20 xy + 2y‏ 
5 = (2 )ر ,2 = y)0(‏ 


5 یھ کے و لیے ن را ا 
ين يبر الق 


y')0( = 4‏ ا 

و هذا الشرط. 

ا ية الأولى لتقريب 

۵ استعل الفرق اعدم من | وي في رین (2 © 


ازن ماحل ي قریق 010 مال 
التعليق على هذه التائج : 

ریم سد شر زا واک بادا ۰ 
الثانية . 


۰ محددة الصفوفة تساوي صفراء. e‏ 
i 209 4 208‏ 


بة 
۴ بلق دم من ارت 


__--الفصل التامع 


صسائل القيم الذاتية 
Eigen-value Problems‏ 


1 مقدمة 


لو حاولنا إججاد حل عددي للمسألة الحدية : 

0= (1 )ر = (0)ر ,0 = ر + ”ر )1.1( 
باستعمال طريقة الفر وق المنتية مى أز 1 فاننا ز 

لخي 0 الفروق المنتهية مع أخذ ج = ط فإننا نحصل على النظام 


0ے پا 
Jig 2F Yi ° T6 Yi‏ 


31y; * 16y, = 0‏ 7 ;16¥ 
0 
1 0 ¥ 0 16 31- 
0 2 ¥2 16 31- 16 
J‏ 31- 16 0 
کک ار متجانس ومعم عمط لأن الطرف الأمن 
اقيم س 9 ات مشل هذا النظام ليس له إلا لحل الصفري 


اصفاں) الا ذا كانت 


أي أن القيم الممكنة للحصول على حل غير صفري هي : 


قعندها يكن أن يوجد حل غير الحل الصفري. في هذا المثال واضح أن المحددة 
ليست صفراء» وعلى ذلك فإن الحل الوحيد هو: 
0= ول = رر = yJ,‏ 
4 7= ۷/2 16 - 32 = 
لو غيرنا في المسألة (1.1) على النحو: د 
Ay = 0, y)0( = y)1( = 0‏ + ”ر )1.3( 2 = ر۸ 
۰ 54.6 = 72 16 + 32 = ڕ 
حظ أن الحل الصحيح للمسألة (1.3) هو: 
× ۸ہ y= e sin‏ 


16 Y4 + (32 +) y; + 16 Yj, <0 


حیت ی مقدار زار 2 
ر نايت من القيمة الحدرة ع. 
يه عمك [ کر ` 

ل 1 × حصل على : 

ی 


أي أن : 
5 0 16 +32- 
: : ر 16 +32- 16 
7 +32- 16 0 أي: 20 aA‏ 
لکي يکون لمذا النظام حل غين الحل الصفري» نوجد قيم ۸ بحيث: 
أو 
NMA = T, 2n, 37,... 5 ٤‏ 
det 16 -32 +۸ 16‏ 
32+۸- 16 0 1 ال 
ااا J = Ê, 4F, 9T‏ 
لدی , ا التي ر ةَ وقيم ۸ الى ء 
: 2 تي محصلنا عليها مء | 
0 من الحل 
16 -¬ 
3 6 = 7 59.37 ,1 
5 7 س 32 = ر 
۳ ُ ا 8 = 7 46 = ر 
NE‏ ٠ء‏ خهاية من الت 0 
1 قا أصغر لقيم بيني لدينا هنا و 
الخطوة ا اتحصاتا عل کیم ہی ر 
VD)‏ وفي الوقت 


9.2 القيم الذاتية للمعادلات التفاضلية 
القيم الذاتية كءباه۷١٠ع1‏ للمعادلة التفاضلية : 


2.1 P(x) y" + q(x) y' + r(x) y = \y 


y)0) = 0, y1) = 0 


هي جميع قيم ۸ التي تعطي فمذه المسألة الحدية حلا غير الحل الصفري. 
وتسمی مسألة إيجاد قيم ۸ بمسألة القيم .(Eigen-value problem) ilil‏ 


إذا استعملنا طريقة الفروق المركزية لحل المسألة (2.1) فإننا نحصل على 


النظام الخطي : 
bı f O 0 4 4‏ 
2 2 0 0 ے b,‏ 
2 ۸= و 0 و a, by,‏ 0 )2.2 
a Yn‏ 0 0 0 
أو: 
)23 
AY =\Y‏ 
)2.4( 
(A -۸D Y =0‏ : 
فان 
1 متجانش؛ 
حيث 1 هي مصفوفة الوحدة . ونظراً لأن هذا النظام الخطي 
ا )2.5 
det (A ¬ \I) =0‏ 
1 فز أن الدالة: 
ضروري لوجود حل غير صفري» لاحظ أن الد ي 
f(A) = det (A ¬ A1)‏ 
212 


هي متعددة الحدود من الدرجة ٩‏ 8 ا ا أبعاد e‏ 
اله (۴)۸ 
وبالتالي فإن جذور الدالة () وعدد ٥‏ هي القيم تية التقريبية اد 
التفاضلية (2.1(» مع ملاحظة أن القيم الصحيحة قد یکون عددها ما لا غهاية . 
وان القيم الذاتية مر الکن اف تکون أعذاداً مركبة (ذات جزء حقيقي وجزء 
تخبلي). 


مثال (2.1) : 
أوجد 3 قيم تقريبية للقيم الذاتية للمسألة: 


0= (1 )ر = ۸y = 0, y)0(‏ + ”ر 


نلاحظ أولاً أن هذه المعادلة يجب كتابتها على الشكل (2.1) أى : 


ا ڪي 
أي أن 
p(x) = -1, q(x) = r(x) = 0 8‏ 
و ٍ = 1 فإن عدد 
الحصول عد المجاهيل يصبح 3 وبالتالي هناك 3 قيم ذإ 
اع بطرت الروت ازاز کا سی که ری E‏ 


6 = 32,۸ = ر۸ ,9.37 = ۸ 


ظر للقيمة الذاتية 32 = ۸, 


y= 17و32‎ 4 


تة قري رة تسمل سل 
32 
آي 16 AY, Firs‏ 7 4 


Yg F Ye17 0 
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¥ +g = 0 آي‎ 


is2 Ea 

i=3 i FY, =0 

ويا أن القيم الحدية : رر 
فإن الحل هو: 0= J,‏ 
y= = y= cC‏ 


کیا کا ان سی اكا ج 
یٹ » مقدار ثابتء آي ان منحه E.‏ 


الجلول لأن» : 
ذا 

اللعادلة ان ی ل 

ا 


لاحظ أن هذا الجل ينل ما لا نهاية من ۴ 
لقيمة ذاتية 
ويسمى متجه الحل المخاظر د في المال السابق أ 
(Eigen-vector)‏ . أي أن اختيار ۾ منجهات ذا ذاتية قريب 
عل 3 قيم تقريبية للقيم الذاتية يقابلها 3 
الذاتية الصحيحة» أو على الاصح | الدوال الذاتية 
9.3 القيم الذاتية للمصفوفات 
الى قق : 
القيم الذاتية للمصفوفة ۸ هي جيع قم * لي 
AY =\yY‏ 
راء الخطي : 
. أي أن النظام ك 
حیث ۷ متجه غير صفري ۰ 
BY = (A-ADY =0‏ 
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له حلول غر احخل لصعر ي 
det (B) = dc (A Al) 0‏ 


وبتعریف الدالة اپا 


f(^) = det (A ~— ۸I) 
فإن إعاد القبم الداتية للمصموفة ۸ بعي إحاد حدور الدالة ؟ وتسمى‎ 

متعددة الحدود الذاتبة للمصف فة ۸ حي إل ) هى دالة متعددة الحدود من 
الدرحة ١‏ عدم نكرل ا مصعرفة مرنمة دات ۵ صب و ١‏ عمودء مع ملاحقة 
ا ل الحذور فد لا نکو ر ل ارما حققه بل مر ت rs (complex) lz‏ إدا كانت 


المصموفة (Symmetric) ollie‏ آي ۸ = ,کا شی خن ابغال يمکننا اثبات أن 
کل الہ : 


الذاتة حشمة 


@ 2# 1 
مال (3.1) المصفوفة 5 3 8 Ae)‏ 
10 0 0 
ها منعددة الحرور الذاتية 
. 2 ا 
5 مو 
10-۸ ی det (A ~ ^1) = det‏ = )({ 


G-۸9 -۸(‏ (۸- ی ے 


بالتالی فن | 
د الي فون القيم اداتية هي التي تش 0 = ری أي : 


0 2 ر۸ ,3 = 1,۸ = پھ 
١‏ 
اني الذي يقابل ر نحصل عليه من 
0 
Y1 0‏ 4 2 0 
5 ¥2 5> 2 0 
و 9 0 0 


وک أن هد النظام متجانس . فإن ذلك يعني : 


yy = 0, y= 0, ¥, : أي ان‎ 


حيث إء مقدار ثابت غير محدد. والمتجه الذي يقابل د۸ هو حل النظام : 


و 
YJ, 0‏ 4 2 
0 
0 5 2 5 0 
0 
Y; 0‏ 7 0 
أي ان اک 
2y, + 2y =0‏ - 
مقدار ثابت = ره = ر۷ 5 ل 
ا النظام : 
والمتجه الثالث الذي يقابل و۸ هو حل ۴ ga‏ 
0 $ 7- 0 
0 = 0 0 0 
3 
0 
ت على 
= پر حیث ره مقدار غير ع2٠‏ 5+ 7Y‏ 
ای ا 3 ي اک س رج 0= رلک + 2 
ce‏ = =ولy‏ 
3 7 پ 0 ک4 + رل2 + 1 
= 
چا کک 4 J>‏ 
رر و + ¥ 9 ک × چ + 9 
ززاتية الثلاثة هي ٠‏ 
الى قإن المعجهات الذاتية اللات هي 1 
وبالتالي فإن ۰ ا 
38/63 1 ره = ¥2 
S/N‏ و = و 
1 


ملاحظات : 


(1) امال السابق يوضح أن القيم الذاتية لمصفوفة مثلثية كالمصفوفة ۾ في 
هذا الثال هي نفسها العناصر القطرية . 
(2) المتجهات الذاتية لا تتحدد دارا ولكن تتحدد اتجاها فقط . 


مثال (3.2) : 


الطلوب كتابة برنامج لإيجاد القيم الذاتية للمصفوفة ۸ المتكونة من ١‏ 
صف و[ عمود وذلك بإيجاد جذور متعددة الحدود الذاتيةء مع افتراض 
توفر برنامج فرعي لحساب محددة آي مصفوفة» وهو : 

SUBROUTINE DET (A4,N, D) 

حيث 2 هي محددة المصفوفة ۸ من نوع ××. بالرمکان افتراض توفر 


أيضاً برنامج فرعي . 

SUBROUTINE SECANT (XO, X1, F, R N) 
ي بحسب جميع جذور الدالة ۴ في المتجه ۸ باستعال القيم الابتدائية‎ 
وذلك بطريقة القاطع . وقد فصلا هذه الطريقة على طريقة‎ ×1 


وتن لتتجنب حساب المشتقة الأرل ف طريقة نيوتن لأن ذلك ليس سهلا 
بالنسبة للدالة . F(x) = det (A ~ XD‏ 


الذ 


EXTERNAL F 
DIMENSION A (10, 10), RI 
READ (*, N 

5 DO10X=1,N 

10 READ (*, *) XO (1), X1 () 
DO201 =1,N 

20 READ (*, *) (AC, J), J = 1, N) 
CALL SECANT (X0, X1,F,R, N) 
WRITE (*, *) (R(D, I = 1, N) 
STOP 


END 
FUNCTION F(X, A, N) 


(10), x0 (10), X110) 


217 


DIMENSION A(N. N) 
pO 101 = 1.» 

A(l. I) = All. =X 
CALL DET (A. ™ F) 
RETURN 

END 


10 


مالاحظات : 


Ta a 5‏ آڈ ات ا ا ا 
(1) قد لا يؤدي الرنامح التانى المصلوت. إد إن طريقة قاطم لبست 
مضمونه التقارب . 
IE: a‏ 3 اة ا ان حاب المحددة 
(2) قد رط : ای وت صولاار عد خد ر 


ی ی ا ا "5 
ع ليه عرف an aE‏ 


لت لدا (complex) oS i‏ 
ا حاب القيم که ر 


(3) لا يۈدى الرنامج :ی 


4 طريقة القوى Power Method‏ 
3 ټتستعما هذه الطريقه التكراريه کات 
وتتلخص في الخطوات التالية : 


(غیر صفري): ,7 U‏ 
التب الطلقة فی رلا 

اھ نے من حف آله 

2- أحسب ره اکر ر 


. V۷ = 
0 Uy “ أحسب اجه‎ 3 


اک ق دایه للمتدر 


1 _ إبدأ بمتجه ابتدائي 
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زإن القيمة هي أكبر قيمة ذاتية (من حيث القيمة المطلقة) للمصفوفة ۸. وفي 
ET‏ تتقارب من المتجه الذاني المقابل هذه القيمة المطلقة. 


مال (4.1) : 
استعمل طربقة القوى لإبجاد أكر قبمة ذاتية للمصفوفة : 


اخطوة الأول هي حاب اکر عنصر في لال وهو | = ,» وبالتالی فإن 


۷ ولا و: 
4 1 4 2 1 
U = 0 3 5 1 =‏ 
1 
1 1 7 0 0 
وباتالي فان : 8= a‏ 
2 85 
ا |= v= u‏ 
ıı 1‏ 
875. 


إذن : 


5 = ر 
9322 
vy 1‏ 
ê U, =‏ ° 
8305 
6.254 
U, = AV, =| 15835‏ 
5.813 
a, = 1525‏ 
أي 8744 
Vv 1‏ 
e U, = 1‏ 
87. 
6.1252 ن 
7.0635 خڅ AV,‏ 8ي 
5.6889 
7.0635 ا ړي 
8672 9 کا 
a Û, = 1‏ 
80. 
52 رة 7 وتۋول i‏ 
سىتۋول إلى“ 
ج التكرارية فإ ا 
فی هذه العملية آ 7 ی¡ 
a‏ هذه القيمه“ < 
٠‏ الذاتق المناظر مده 8666 
اى 1 س 
۰8 
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ملاحظة : 

e 1‏ و 1 
يوصف المتحه الذاتي الذي يكون أكبر عنصر فيه هو الواحد 
بأنه متجه ذاتي قياسي. 3 ابي يساوي ي 
القياسي مضروبا في مقدار ثابت 


مرهه : 

إذا كان للمصفوفة ۸ قيم ذاتية ,۸ .... .۸ .۸ بحيث ,۸ هي أكبر من حيث 
القيمة المطلقة من باقي القيم الذاتية (ولا تساوي واحدة منها) فإن ,» في طريقة 
القوی تؤول إلى ۸. 


مثال (4.2) : 

استعمل طريقة القوى في كتابة برنامج فرعي لحساب أكبر قيمة ذاتية 
لصفوفة ۸ من نوع ١‏ × × بحيث لا يزيد عدد الدورات عن ×۸۸ 
وتعتر په هي القيمة التقريبية للقيمة الذاتية الكبرى عندما: 


- «| < EPS 
هو متجه ذاتی (ابتدائي عند الادخحال ونہائى عند‎ EIGEN 


i.1 


rE) 
SUBROUTINE POWER (A, N, EIGEN. ALPHA: MAX, EPS 
DIMENSION A (N. N). ELGEN (N), TEMP (N) 
OLD = 0 
DO 100 ITE = 1, MAX 
ALPHA = 0 
DO10J =1,N 2 
IF(ABS (EIGEN (J)). GT. ALPHA) ALPHA = 
10 CONTINUE 
DO20J =1,N 
20 EIGEN (J)= EIGEN (JY ALPHA 
IF (ABS(ALPHA-—OLD). LT. EPS) RN 
DO 401 = 1,N 


GEN() 
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TEMP (1) = 0 
DO 40J =1.N 
TEMP(I) = TEMP(I) + A(I, J) * EIGEN (J) 
DO 50K =1.N 
50 EIGEN (K) = TEMP (K) 
100 OLD = ALPHA 
RETURN 
END 


للحصول على تقريب للقيم الذاتية ۸ لمصفوفة ۸ يكن استعال مرهنة 
a 5‏ ن¿ ۸ تقع هٍ مترات التالية : 
جرشغو رن ( 0٣1‏ عGersch).‏ ومفادها أن ۸ تقع في إحدى الفترات التالي 


۸ - a, < 2 la, 
=1 J 
jî 


حیث فت ا EE:‏ 
ها القيم 1 2 « cn‏ (لاحظ أن هذه الفرات تعتبر دوائر |د 
1 ہے ¢ 2 .... ا 1 
ا قيمهة کبة) وإدذا کانت إحدی هذه الفترات (أو الدوائر) غير 
کانت ۸ قیمه مرګه) . 1 ا متصلا 
ر آن ٤‏ قيمة ذاتية. 
بالفترات الأخحرى» فإنها لا بد أن تحتوي على قيمة داتيه 


0 1 3 
و 2 A=‏ 
مثال (4.3) : المصفوفة 4- 1~ 0 
E‏ 
لات والفترات التي توي 
تيه حقيميه 
فة متائلة وبالتالي فإن قيمها | ج 
هذه القيم هي : 1 > |3 - ۸ 
2> |2 - ۸ 
1< |4 + ^ ت 
فهي 
و خحريا ٣‏ ل فهي 
يالله غر متملة بالفترتين اا ر اال و 
لاحظ أن الفترة الثا ااذ ة فهى تحتوي على 
ذإاتة أما الفترة الا 
8 ذاتي ¢ 


تمارین (1) 


1 هل يوجد حل غير صفري للمسألة الحدية : 
0= (1 )ر ,0 = y)0(‏ ,0 = ر - "ر 
و أوجد قي تقريبية للقيم الذاتية للمسألة: 
0 = (1 )ر = (0)ر .0 = و + "ر 
باستعال الفروق المركزية مع أخذ ج = . أوجد أيضاً التجهات 
الذاتية المناظرة هذه القيم . 
أعد حل تمرين (2) مستبدلً الشرط الحدي 0 = (0)ر بالشرط: 
y')0( =0‏ 


3 


مع إمكانية تقريب هذه المشتقة بالفرق التقدم . قارن مع الحل الصحيح . 
- أكتب البرنامج الفرعى : 
N, ALAMDA, X0, X1)‏ 


الذي يوجد القيم 
الحدية الذاتية : 


SUBROUTINE EIGEN (P, @, R, 
للمسألة‎ N الذاتية التقر يبية 414۷24 وعددها‎ 


PY” + QY' + RY =۸Y 
Y(0) = 0, Y(1) = 0 
. ۸, Q, ۴ وما 0× ,1× ومعلومية الدوال‎ ALAMDA 
5 
أوجر القيم الذاتية‎ 


وذلك بحل المعادلة الذاتية بطريقة القا 
ق الذاتية 


والمتجهات الذاتية للمصفرفة ٠‏ 
1 0 5 
Kal. E 0‏ 
ذلك 14 0 0 
ودل َة 
بعريقة حل المعادلح الذاتية. 


- 10 


- 1 


- 12 


- 13 


أوجد أكبر قيمة ذاتية والمتجه الذاتي المناظر ها ف 


الصفوفة ۸ في تمري. 
(5) بطريقة القوى . E‏ 
() ثبت ان ۸7 هي قيمة ذاتية للمصفوفة 4 (أي 4 * ه) إذا كانت 
۸ قيمة ذاتية للمصفوفة ۸. 
(ب) أثبت أن ٠‏ الذاتية للمصفوفة 4 هي نفسها التجهات 
الذاتية للمصفوفة ۸ 


=7 


ثبت أن 1L‏ هي قيمة ذاتية للمعكوس ٠‏ 4 إذا كانت ۸ قيمة ذاتية 
للمصفوفة ۸ . أيضاً أثبت أن المتجه الذاتي للمصفوفة ۸ هو نفسه 


=1 


للمصفوفة ‏ 4۸. 
إذا كانت ١,‏ قيمة ذاتية للمصفوفة ۸ أثبت أن ( - ,۸) /1 = ,۴ هي 
5 قيمة ذاتية للمصفوفة (A-—-qD‏ حيث 4 قيمة ثابتة . 


طريقة لري السكرس تمك عل إجراه طريقة الاس ج ر 
qD‏ د وا ی اا ی ی ا ا 
الذاتية للمصفوفة ۸ . لاذا تؤدي مثل هذه الطريقة 


فة۸ في 
طبق طريقة القوى للمعكوس المبينة في تمرين (10) على المصفر 


اقط للش 


طريقة المربعات الصغرى 
Least Square Method‏ 


1 مقدمة 


نفترض أن لدينا النقط (إر ,») التالية : 


و 


a 
حديد الد لوال الاخ معرفة أي من الدوال التالية تمثل العلاقة بين × ,ر تمثياد أفضل من‎ ٠.۹ = 10 مع أخذ‎ )5( . 
6) المصفوفة ۸ے في تمرین‎ eC عرین‎ 
p, (*) = 1.1 + 1.8 طبتق نظرية و‎ 
. ت انه کل قيمة ذاتيه‎ 
” الذي تقع‎ 
pر‎ )») = 1.0 + 1.99 × اء ية كثيرة لطريقة القوی منہا ما بلي‎ 
p, (9 = 0.9 + 2.0 × e مج‎ 
ا ذانية رة ذلك ز‎ ٠ إذا کان لا هو الج‎ 
1 1 n 

لی عناصر لا تقد م کی ین کب Se‏ المذكورة ×» ونحسب الفرق 
فإن متوسط تسب e‏ اا ا اک ر 2ے ل والقيمة التقديرية («),مء أي أن: 
زلم فوفة 4 عندما و = aD e‏ 
الطريقة . 
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والجحدول (1.1) يبين هذه الحسابات. 


-.12 


جدول (1.1) 


وبالتالي لکل (×) م یوجد متجه (متجه الخطأً) بحیث : 


0 12.- ا 
2 2 
E =|‏ 
: 8 ا 
3 21 : 
#1 18 
٤‏ تعمل إحدى الطرق 
e‏ من حیٺ المقدار› نذا انع 
وللمقارنة بین هذه kK‏ ® 
pes‏ 
ل المتجه وهو ما 
الى وفة في قياس طو زا 
الاقليد (Euclidean)‏ الذي نرمز د i EF‏ 
المعيار الإ فليدي 4 2( + )6.-( 
1)]#4.( + (3.) + ”)1.> * 
د-82 
0 + )09( 0# 3[5. ^ 


* 21° + (-.1874 


4~( رد( +( ٠‏ ده 


WY ٠ 


ومن ذلك نری آن ر۴ هو اقل مقداراً من ,۴ ,۴ وعلى ذلك فإِن (×)رم هي 
أفضل (أي أقل خطأ) من (×) ,۳ و (×)رم» ولکن يجب ملاحظة أن المعيار 
الإفليدي ليس هو المعيار الوحيد لقدار المتجه» وقد تختلف الإجابة على أفضلية 
تشبل على آخر باختلاف نوع المعيار المستعمل في قياس مقدار المتجه. 
2 خط المربعات lالأصiغر (Least Square Line) J‏ 


(KY), (Xa: Y2) << (Xe Ya) 
: فهل بالإمكان إيجاد متعددة الحدود من المرتبة الأولى‎ 
2D p(x) = a, + 4, * 
بحیٹ یکون متجه النخطاً:‎ 
e 
2 
E =| 
2.2) 
2.3) e = p(*) 
ذا حل أض ء‎ 
: ن حيث المقدار؟ ذلك يعني أننا نريد تقليل الكمية‎ 
pj 
2 ıEl, = b7 


یکا 
د و یری ی وا 
0 د ,4« آي : 
ej =‏ 


حیٹ f‏ رالة تعحدّد من (2.4) و (2.1)ء فإن الحد الأش مجدث عندما: 
of‏ 


2 
ئگ ,۾ - 
E‏ 30 


3a 0‏ 
اف رمن (2.5) ,(2.4)) أن : 


o ¬ a, × )-1( =0 


آي : 
ا ا ھا ل = ر 

ي 5 تعني الجمع بالدليل ة من 1 إلى : إذن: 

Ma, + a, J x = zy 

لاحظ أن: 

SI fs‏ ق 


2m >0 


2 أن اطا هو حد ادن ولیس أقص - 


E‏ آیضاً أن (2.8) کن کناب 


(2.6) 


2.7 


(2.8) 


29) 


لااد ادل آخری إلى جانب (2.8) نجري التفاضل الجزثي بالنسبة إلى 
للحصل على : 
df‏ 


ب 


da, =0 


2 > [y, ¬ a — a, x] (-X) =0 


A = ت‎ E 
2.13) 


a 2Z x + a, ZÛ = Ixy, 


نلاحظ أيضاً أن: 
2 
IX >0‏ 2= 0 
da,‏ 


وهذا يعني أن القيمة القصوى التحصل عليها هي حد أدنى وليس أعلى 
المعادلتان (2.8) و (2.13) يكن كتابتها على الشكل : 1 


e 


a 


E 


m 
x Xx xy 


حیٹ | لدلیا 1 لیر 7 
مل الدليل لخرض التسهيل في الكتابة . إذن بالإمكان إيجاد رةو ره 


سالا أن ا لمحددة ليست صفر؟ 
2 ۾ اي٠‏ 


10) 


2. 


2.15) 


mn Sx (E) 2° 


>y =x? - 2x Zxy 


(2.16( mF - CD 
: وبالطريقة نفسها نحصل على‎ 
ا‎ m Zxy — Xy >x 
m Xx? - (Zx) 
:)2.10( أو من‎ 
(2.17) 


a, = (J ¬ aJ 


مثال (2.1) : 


أحس معاملات متعددة المحدود من الدرجة الأولى في طريقة 


: نکون الحدول التالي‎ <×, 5×2 Zx 


بالتعویض في (2.14)» نحصل على : 
5 3 0 5 


0 10 a, 19.9 
: ومنہا‎ 


وبالتالي فإن متعددة الحدود من الدرجة الأولى : 
P(x) = 1 + 1.99 x‏ 


هي أفضل خط مستقيم لتمشيل البيانات المعطاة (وهذا يبين السبب في أن 
(#)رط في مقدمة هذا الفصل كانت الأقل خطأ من بقية الدوال) والشكل (2.1) 
ببين هذا الخط والنقط . 
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انى 


مثال (2.2) : 
أکتب برناجاً حساب معاملات متعددة الحدود من الدرجة الأول : 


p(x) = a, + a, x 


لتمثيل النقط (,۷ (x,‏ وعددها " بطريقة المربعات الصغرى. 


DIMENSION X(100), Y(100) 
READ ا‎ *( M 
DO101=1,M 

READ (*, *) X(I), Y(1) 

SX =0 


SXY =0 
SXX = 0 
SY =0 
DO201 = 1, M 
SX = SX + X(1) 


EX = SXX + X(D * xX(1) 
a = SKY + XD * Y (1) 
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نلاحظ هنا أننا لو أخذنا × على نها السنة فإن ذلك مجعل الأرقام في 
إلعادلات كبرة جدأًى ولذلك يفضل أن نرف × على أنها السنة مطروحاً منها 
7 رونعرف ل بعدد السكان» ونكون الجدول التالي : 


: وبالتالي فإن‎ 
.48 
3 0 3o 6 
2 0 
0 2 a, 
a = 2.16 = .065 
لتقد‎ 


یر عدد | e‏ 
لسکان في سنة ما ولقکن مثا 1989 نح 


× = 1989 - 1987 =2 


29 = 
اي ف 2.2 = (065)2. + 2.16 = p2)‏ 


“ بعدد السكان : 
لسکان في سنة 1989 پان 


لال , یکون 2.29 ملیون. 


مجعل الحل سهلاء وهذا يتحقق بأخذ: 7- ]= × بتعریف ٦ا‏ و۷ کا في Hat RES‏ 


حیث تمثل ۲ متوسط القيم 1 (المتغير المستقل) . في الخال 
السنوات المعطاة وا هي 7 . 


TT 10.3 


السابق قيم ۲ هي 


الدالة : 
b‏ 
y=ax‏ )3.1( 
يكن تحويلها إلى علاقة خطية بأخذ اللوغاريتم للطرفينء أي : 
A 4.43 3.2) €ny = €na + b €n x‏ 3.8 4 
وبتعریف : 9 4.07 b‏ 3.62 3.18 
ا وعلیه فن 15< = A = fna‏ 
b = .492 E‏ 
تصبح (3.2) على الشكل الخطي : | وبالتالي فإن : 4 = a = e‏ 
p() = 2.04” v = €n a + bu‏ 
أ ملاحظة : 
للمقارنة بين (») الق ن و 
مثال (3.1) : ا ا م والقيم لاء نكون الجدول (3.2) مع الرسم البياني (شكل 
1 ¢۾: ax‏ = (& 
أوجد 2 وا بطريقة المربعات الصخرى ج 
لتمثيل البيانات التالية : 
جدول (2.) 


ريال (3.2): افترض أن عدد الطلبة في كلية العلوم في السنوات 
الماضية يزداد على النحو التالي : 


bY 
S = ae 


الأر بع 


SEEN 


قدّر عدد الطلبة في السنة القادمة (5 = ۷). 


أا نحول العلاقة إلى الشكل الخطي : v= A + bu‏ 


یٹ ۰ بپ 


ر العلاقة: 
bx‏ 
v= ny YJ = ae‏ والغرو 
oY‏ 2 
۰ من تعريف نا على هذا النحو طبعاً الحصول على: 0= >u‏ 
=A +b‏ ومن الحد 
: دول (3.3) رلاحظ أن 2.5 چ 
وة على الشكل الخطي ¥( 
یش 
نة العلاقة : “من + ۾ = ¥ 
عمل هنا التحويل 
ملل النحو: 


تمارین )1( 


نحصل على : 
8 ا ا س ي من الدوال التالية ثل الط التالية أفضل ثيل باستعهال معیار 
١ 0 5 b 1.14‏ 
P(x) = 4.1 + 2.2x — 4.8 x? [ A= 7.4‏ 
b= .228‏ | 2 
P(x) = 3.9 + 2x — 5.1 x‏ 
ی ان )228.( 2.5 + A= na +2.5b = €n a‏ | 
P(x) = 4.5 + 2.1x — Sx | 2‏ 
(na = 6.67, a = e6 78g‏ 
age‏ = $ 2- أوجد خط المربعات الصغرى للبيانات في تمرين (1). 


= 3 : وبالتالي‎ 
IEE 

(5 7884-228 = وجد خط المربعات الصء کک 

إذن فإن عدد الطلبة المتوقع في السنة القادمة هون وید 7888 = ؟ ت الصغرى للبيانات التالية : 


ملاحظة : 


للمقارنة بين القيم الملا 8 والقيم المقدرة 5 نكن الجدول (3.4) والرسم 


یل للمتغيرات . 


باس 
+ ستعمال الحو 
70/3 - >) = † 


z = ر)‎ - 496(/ 0 


٠‏ بربعات الصغرى بتغير القيمة 
a Te 0‏ 6 إلى 516 بين لماذا 


ت الصغرى للنقطتي 
ل ) ورلا ر) هو نفسه 
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5 0 إذا كانت ×4 + رة = («)ص تمل خط المربعات الصغرى» أثيت 


أن : 
(x-x)y‏ > 
` چ 2 
Z(x-x)‏ 
وک ر 2ة 


حيث *, ¥ المتوسطان للقيم ,× و على التوالي. 
رب) أكتب برنامجاً يقرأ عدداً من النقط ( ل ×)ويحسب ,ةو ٩‏ كا في 
eh‏ 
6- أكتب برنا ا لحساب ه و ط و (»)ص لقیم ¡ من 1 إلى ۳ حي 


P(x) = ax 


تمثل دالة المربعات الصغرى للنقط (,۷ .( وعددها ۳. 
تقرياً للدالة (5)۸هء على الشكل : 


P(x) = a, + a, x 


c0s(0) = 7 ( 


7_ اوجد 


= 0.5, cos [| A 
b ( 2 ) 
ر نات التالية على الصورة‎ 


الذي بحسب ۲٤١‏ من خط المربعات الصغرى للنقاط : 
X(D, Y(DI = 1,2, ...,M‏ 


YC(I) = P(X(1)) حیٹ:‎ 


و(×)۴ هي الدالة الخطية للمربعات الصغرىء كا بحسب الرنامج EN‏ 


مقدار الخطأ معيار إقليدس 


10.4 متعددة الحدود من الدرحة " 


إكاد دة دة الريعات المترى هن الدرجة و 


(4.1) p(x) = a + a,x + aX * FF 
نعرف دالة الخطاً:‎ 
(= > [y, - Pe 
)4.2( ت‎ 
43) 
(4.4) 


وبالاإمکان كتابة هذا النظام الخطى 
(Normal equations‏ على النحو: SA = B‏ 


m 
4 
2 A: 


EDD E : يث‎ 


B=ZD XY, 


مثال (4.1) : 


p(t) = a, + a,t + at 
والحدول التالي يبين قياسات تم أخذها:‎ 


(الڌي يعرف عادة بالمعادلات القياسية 


وبوضع 2= n‏ ف النظام (3.4) فإن : 
b zy‏ 


m Ix 2x 
>x xx 3x b, ت‎ Zxy 
S7 I Xx b, xy 


وبالتعويض من الجدول في هذا النظام النطي» وبعد الحل» يكون: 
642 رطا 59- = ,طا 197.9 = رط 
إذن: 


2 
p(x) = b, + Þ, x + Þ,* 
س‎ — 2 
p(D = by + b, (tT ) + b(t >7) 
2 
= (b, - bî + by) + (b, > F b,) t + bat 


—250 + 6.7 — 16.42 


مال (42). ۔ 


: كب الرنامج الفرعي‎ 
M, C&C N, EPS, IFLAO) 
معالہ ۔‎ € + 


بعات الصغرى للنقط (۷ ,ج) 
ة الحدود (1 - 


IFLAG‏ صفرأ عند الإخراج 


:× من درجة متعدد 
٠‏ إذا كان المؤشر 


الى حل للنظام الخطي نظراً لان المحددة أقل من 


m 


sumy (i) = 2 XY, 


k= 


i=1.2, n 
: وبالتالي فإن‎ 
( m ¡= فی حالة:1 = ز‎ 
S 2 
7 (mk di+j-2 i+j>2 
8 في حالة: 1 =1 ر2‎ 
( sumy (i — 1) i> 1 
ا 6 ا 4) نستدعي‎ 
٠ ي اة 8 واج ق في اقا اي‎ 
. الث زا النظام‎ i : 
ي الفصل الخالتثت حل هذا النظام‎ GEM الرنامج‎ 
زام‎ 
E POLYNOMIAL 
TINE O OLYNOMIAL....... 
DIMENSION E M, C. N, EPS, IFLAG, S, SUM 
DO101 = 1, (N 1 2 CN). SUMX(0), SUNY (N) o UMY. B) 
1 0001 1 J. S(N.N), B(N) 
020K =1 
=1.M 
UMx 
20 0 
l0 CONTINUE SOD * X(K) * « 
CONTINUE 
DO 301< N 
SUMY (Do 
%0 O0 K M 
0 co pS UMY ( 
NUE D + Yee 
r 01 1 N ر‎ e 
‘EQ. 1)1 
00 EN 
K> 
B Tt, 
BLsg ® BO) 4y 
BIRE 


ENDIF 
DO 60J =1,N 
IF (1 + J. EQ. 2) THEN 

S(1. J) = M 
ELSE 

S(l, J) = SUM X (1 + J — 2) 
ENDIF 
CONTINUE 
CONTINUE 
DO 222 1=1.N 
WRITE («. *)(S (l. J.1 =1. N. BI! 
CALL GEM (S. B.N. C. EPS. IFLAG) 
RETURN 
END 


5 طريقة المربعات الصغرى بدوال محددة 


بدلا من متعددة الحدود (4.1) بالإمكان استعمال دالة على الصورة: 


p(x) = a, g, (%) * a, 8%) * + a, 84) 


حیٹ الدوال ()ع دوال معلومة وحيث: 


و ے ع 


صګری. وبوضع 
ز0 €_ 
۰ ز0 
صل على , 
و مم ر دک 
ا i=1‏ 
m m (0)‏ 
p(x) £ (%0 7 2 yı 8‏ >2 
j=0, 1, ...,0‏ 
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222 


(5.0 


(5.2( 


)5.3( 


(5.4) 


(5.5) 


المعادلات (5.5) تصف نظاماً خطياً کا يلل : 


(Ga: G,) (Go: G;) ف‎ (Go: G,) 3o (Go’ 9) 
(G,. Go) (CG, G;) ... (G,, G,) a, (G,, ¥) 
agg OF. GO e EA (Gy, ¥) 
(CG, Go) (Gq, G,) ا‎ (G,, G,) a, (G,» ™ 
: حیث‎ 
8;(x,) Y1 
(ر×);8‎ 
(5.7 ¥ 
G= |]... ا‎ 
8:”) 
(5.8( و‎ 
Gj, G.) = 
(5.9) (G;, G;) 2> 8; (*) Ej (x) 


(di‏ ی أن 
يیسمىی لداخلي (Inner Product)‏ التفرق (ء° 
الحداء | ل 
e :‏ 5.10( 
الجداء الداخلي المتفرق لمتجهين “ د 
(U, V) =‏ 
k=1 U‏ ) 
9 )6.11 
v‏ 
U =‏ 
V =‏ » 2 
u‏ 
m‏ 
v‏ 


(U, V) =0 : فإذا كانت‎ 


نقول إن المتجهين ا و ۷ متعامدان ھ٣00 .orth‏ 


مثال (5.1) : 
أوجد دالة المربعات الصغرى على الصورة: 


p(x) = a, + a, sin (x) + a, sin (2x) 
: للبيانات التالية‎ 


نلاحظ هنا أن: 


ن = )رع in),‏ = ,ع ,1 = )رع 


سان 
ا الداخلي اللازم» نكن الجدول (1.ى 


1 
0 


جدول (5.1) 


ومن (5.6) نتحصل على : 


تقريباً للقيمة (۴).3 من «أ» وقارن بالقيمة الصحيحة. 
9.8 30 0 241 4 | 2 إذا كان عدد أعضاء هيئة التدريس في الجامعة يزداد على النحو التالي : 
a, 6.39‏ 0 2 241 
1 العدد 200 215 300 70 
ا HHDEDE E‏ 
آي أن الدالة المطلوبة هي : p(x) = 1 + 1.99 sin (x) - 3 sin (2x)‏ استعمل طريقة المربعات الصغرى بمتعددة الحدود من الدرجة الثانىة 
e‏ لتقدير العدد في سنة 1989 
٣‏ 3۔ أکتب را ١١۔‏ ا 
کا کیل پاات ی ریو ر انی ۽ نام ال 
لاحظ آن (في المخال السابق) المتجهين : .LSQ‏ ۳ ح فرعي 
sin(x,) 5‏ 
E | 4 1 sin(2x, )‏ 
kj‏ )رsin(x‏ دج متعلدة الحدود من الدرجة الثانية على الصورة: 
2 8 
G,= jsin(x,y) ,Gر= sin(2x,)‏ 0 
p(x) = 20 £80) + a, Bı (x) * 22 82 sin(x,) 2 3‏ 
sin(2x,)‏ ا حیٹ : 2-1 
î‏ )ڇsin(x‏ *2 = (×)رع ** 7 ,8 ,1 = )2 
5 
و ۱ ۰ بت یو م 5 
متعامدان ا د ى على البيانات التالية ‏ 
إل عات الصغرى 
الد حة الثانية بطريقة المر: e‏ 
۲ أوحد متعددة الحدود من الدر. ت 1 
A () -1‏ 1 ,1= 0 م i‏ الحرفة في (5.7) مى 
ة (×)۴ حيث : ,1.284 = (۰25 ۳ ۶ افاس ۲. ام یھ کے ن ےا 
2.117 = )75( ,1.649 = )5( و271 = 0 : ت أن العاملان : EE‏ 
Y)/ |1 6‏ ت 
ج“ > f(x)‏ وج“ 1 1 ۲ 1 2 1 ) a; (G;‏ 
a‏ إلدالة الأسية الدوال ع ات ضاي 
ala f ok‏ ق اخحوده 1 س رها ر 2 Or‏ 
ب ملدحظة أن هذه القيم حت کانت المتجهات ,0 (ز من 
3 248 249 


1 


الصفر إلى )١‏ متعامدة. فاكتب بر اجا فرعا حاب المعاملات ةني 


(5.1) 


7_ اکت ناقا لجات ( 60 .0) حخميه فيم ١‏ و( فن | إلى ١‏ يث ,6 هو 
اجه المتكون م العاصر 


(x) = چ‎ : 
5 sın 1 | 


و ا ی 2 کا 
1 | ا ت متعامدة 
وبين عمل أن هده التحهات مع 


أ ع ف دال 
ناء على اللات فى تريخ (5) و(6) اکت براعا حاب ةف 
8 ناء لناتج في تمريني 
المربعات الصعرى : a‏ 
X*) + a, £ (x) + َ‏ ^ 
a eK O9‏ 8 د 


(x) = sin (2rix/M) 


YJ k= 2 M-—7 5‏ 
للنقط : 
السائل الحدية 
ت في حل 
10.6 ية المربعات الصغرى ك u‏ * 
رل الة إالحدية إلخطية (3.7) من 
نعود الآن . 8 9 ) 
e 0) y = r(x)‏ لحل وذلك 
Y4 y)b( =‏ ا الدرجة ۾ لنقري 
e‏ 6( 
متعدده ۱ ۰ 
الحصول عل 


بجی : 


(6.3( 7)) = ۷. 2)( = ¥ 


کا نعرف الدالة 


»(x) = 7” + p(x) zZ' + q(X)Z 


(6.4) 


إا كانت 7 قرينة من ١‏ فدلك بيعي أن (×)« قريبة من (۴)۸. وبالتالي 
تعمل طريقة المربعات الصغرى لإججاد 2 بحيث تكون الدالة («)» أقرب ما 
نکن لز 


حول للدالة ( »)۲ 


عبر کر ر رفا لتجھمے: 
ا ا ` ( wa‏ ] 
ي1 | w(x.)‏ 
| 
ا = W‏ (6.5) 
ر Lae‏ 
د المطلوب ى 
ن = ر - ا 
)6.6( 
لاحظ أن: 
n-1‏ 
n a,*‏ + 
ا z'(x) = a, + 2a2‏ 


(6.7( e 
2")») = 2a, + 6a + ^ n(n 7D) 
, الي فإن‎ 
0 
ي أن‎ 
+ رھ‎ 
) 


2g + 2P× 
w(x) = qa, * [P * qx] a, + IX 3 


+ a, 2, 0 ^ 


w(x) = 3o 8)) 
تعتمد عل‎ ۴ 


الدوال م رې , 


(x) 2 
3 + a,x چیه ا‎ 
251 +٣ ھے وھ‎ 
250 n X 


مثال (6.1) : 


أوجد متعددة الحدود من الدرجة الثانية : 


z(x) = a, + a,x + a, x 

تة المسألة الحدية : 
لتقريب حل 5 
+y =0, (0) =0, (F7 )=1‏ ¥ 


ا =0 
ما أن ()ح يجب أن تحقق الشرطين الحديينء فإن : 0 = )2(0 
0 = ر3 
ت ذلك أن 

وينتج من 

ا 1=( 2 
6 1= ۾“ a‏ 
ويعني ذلك آن چ 4 = رa‏ 
ST‏ 
ی ان : × 24 + ۾ = )%('2 
24 = ۳0 

ا 

W() = ا‎ 
)) > 1* + ]2 + x2 


نلاحظ هنا أن الجمع = غير محدد وكلها زاد عدد قيم × كان التقريب 
أفضل. فإذا فرضنا أن النقط هى : : 


7 ا‎ 
x gg 43 8 
: فإن‎ 


3 g£7(%) = 1 


E g(x) £, (%) = = 3.135‏ 
ای آن: 
a, = 6‏ 
وبالتالي فن : 3358 
a >‏ 
إذن الحل الت : 
حل التقرييي هو: (x) = 1.16376x— .335588 x‏ 
ملاحظات : 


د الحل الصحيح للمسالة في الثال السابق هو: 


فبالا (×) y = sin‏ 
٤‏ ن أن نق EE‏ 
(61. لاحظ أن ا الحل التقريبي z(x)‏ وهذا امحل كا فى ل 
ة أعلى ل ود 5 بامائةء وأن هذا إل ا و 
ة وان هذا الخطا یکن تقل بأخذ 


(2) لو تم أخحذ نقطة واحدة و ب 
r4‏ کر ف الما ل السابق) قاد طريقة ا الصغر 
الاستکال (أي طريقة الفروق المنتهية مع 7/4 = . 


(3) بالا مکان تحسين التقريب باستعال الجداء الداخحلي الستمر بدلا من 
جداء الداخلي المتفرق. إذا كانت الدالتان (۲)۸ و (×)ع معرفتين في الغترة إا .د 
فإن جداء هما الداحلي المستمر هو: 

(6.8) 
(f.2) = j, f(%) g(*) dx 
حيث:‎ |٣ 1 
وهذا التعريف يؤدي إلى تعريف معيار للدالة (۲۳٠ه) وهود‎ 
19) 
MÊ = (£ D9 = f F (%0) dx 


اهما الداحلي صفرا. 
أنهما متعامدتان إذا کان حداؤ 
ف الدالتین ۴ و ع بانهما 
کما صف 


م. الحداء 
المستمر بدلا من ٠‏ 
مثال (6.2) : ل الحداء الداخلي ر 
فی مثال (6.2) باستعمال | 1 
أعد الحل في 
المتفرق . 
۴ ولکن الطلوب إلإن هر 


ة للدالة (×)2 
ا الشروط الحدية 


: م |W‏ = 
لتالى : تا [8,(x)‏ 

۹ 8, (x*()]” dx الخطا التاليٍ‎ 

de 

6). بوص 
څال )1 0 > da‏ 
))8 قي الا ۰ 2f‏ 1 
حیث (×),8 د 9( ag‏ + )* ک۹ 
lel 8,(x) = 0‏ /),8 8 


(Bo: 8) 7 7 1.8312 اآ:‎ 


l2 
gl = 7 0= 1.67 


فإن: 8 = a,‏ 
3.,. - = رھ 
(x) = 1.124428 xX 3105483‏ 
للمقارنة بين هذا الل التقريبي والحل الصحيح» نکون الخدول التالي 
(6.2): 


7 3816 
.69156 


78 


#7 


لتقری دال ف ال - 
و 7 Ra RT‏ يقة المربعات 
لغری طب إن e‏ و بطر خر ات 
f(x) = p(ll‏ 
لا مکن. آي 


ان اریت روم 


٣ [f() 7 p(x)] dx = 0‏ ج 
۹% هي معاملان متعددة الحدود, 
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مثال (7.1) : 


أوجد خط المربعات الصغرى (»)م لتقريب الدالة: _ ٢ب۷‏ = (م؛ 


في الفترة ‏ [0,1]. 
من الشرط : 0 = [VX a, — a, x] dx‏ گ2 
نحصل على المعادلة: ج ے2 
23 
ومن الشرط : 0 = [Vx a, - 4, x] dx‏ 
8 
على المعادلة ا 
نحص 5 3 2 
ول المعادلتين : چ = و a‏ 
أی أن ۸ چ + ë‏ 
ا 
تمارين )3 
1- ثبت أن الدالتين : 


f(%) = sin (27x) 
8)) چ‎ cos(2rx) 
.]0, 1[ متعامدتان في الفترة‎ 


ا الدرجة 
کے طريقنة الربمات الصغرى لإيجاد متعددة اللحدود من 


الثانية كحل تقريبي للمسألة الحدية : 
ny =0, y(1) = 1 y2) =‏ -" 
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وذلك: 
| باستعال الحداء الداخلي المحفرق عند النقط : 
XxX =1.25,1.5,1.5‏ 
ا باستعال الحداء الداخلي المستمر. 
3 استعمل طريقة المربعات الصغرى لإمجاد متعددة الحدود من الدرجة 
الثالثة في إيجاد حل تقريبي للمسألة الحدية : 


y” +y = 0, y0) = 0, y)1( =1 


«h‏ باستعمال الجداء الداخل المتفرق عند النقط 
5 ,5۔ ,0.25 = × 
«ب» باستعال الحداء الداخلي ال 


ا 
وجد خط | 
لمربعات ای ل الدالة [o‏ . 


س (1) 


س (2) 


س (3) 


س (4) 


0 E 
إذا كان را هو المتجه الابتدائي ر‎ : 


غوذج اختبار (2) س (5) 
الجزء الثاني (الفصول 8 ,9 ,10) | 


الزمن 1:30 (ساعة ونصفم 


: أوحد (0.5)ر تقرياً من المسألة الحدية: 


y + xy = 1, y)0( = 0, y)1( = 2 


باستعمال طريقة الفروق المنتهية (5. = «). 


: أوجد قيمة تقريبية ۸ بحيث يكون للمسألة الحدية : 


)6( س‎ 
Jy" + \xy = 0, y(0) = 0, y1) = 0 


حل غير صفري» وذلك باستعال طريقة الفروق التتهية مع أخذ 
.h= 0.5‏ 


لحل المسألة الحدية : 


Y= f(x,y, y') 
y(0) = 0, (1) = 2 
JD) = 3 ا‎ 
0 = 1 بطريقة التصويب أعطت الحاو‎ 
نم اعطت الحاو لای 2 > 0 ي‎ 
الغالغة بطريقة القاطع ؛‎ 
قيمة (0)ر في المحا بطري‎ 
قيمة (0)ل في المحاو ا‎ 


ا تؤول 
نسب عناصر اجه بلا إلى عار U‏ ناية 
قيمة ذاتية زلم فوفة ۸ عندما تسعى أ إلى الدودا 
فیمه أ أقمی من 
اک ناا فرعا ليله الطريقة مستعملا ح قصی 
پر1 ورقم اختبار التقارب ۰۴۴8 


* 


التالية : 


SEBE 


استعمل تحويلا مناسباً وأوجد العلاقة على الصورة 


P = a, + a, T 


| > 


لتمثيل البيانات ( ×) على الصورة : 


ja ta GF Fea EE J 
.)», أوجد ره بدلالة النقط (رإ‎ ٠×; حت × هو متوسط قيم‎ 


افطل الدادي عشم 


حل المعادلات التفاضلية الجزئية 


Solution of Partial Differential 
Equations 


1 مقدمة 
كمثال لمعادلة تفاضلية جزئية» ندرس المعادلة : 
م لھ )1.1( 
حيث ا دالة تعتمد على متغيرين هما × و. تعتبر هذه المعادلة من المرتبة 


إلا*ء 4 2 
ب حیث إن مرتبة أعلى مشتقة في المعادلة هي المرتبة الثانية . في هذا الفصلء 
"م بدراسة المعادلات الجزئية من المرتبة الثانية على الصورة: 


du 
3u u وړ ل‎ 
. Com 
3 چ ة3‎ +٣ رھ ° رټ“‎ x 
du 
— +fu+g=0 
+e ay 8 


حیٹ 
ا ۶ ,فر را رو إما مقادير ثابتة أو دوال في المتغيرين × و ر. لاحظ 
كانت: 
a=k,b=c=d=f=g=0,e= ~1‏ 


NE 
.)1.1( تصبح مكافئة للمعادلة‎ (12) 


تصنف المعادلة (1.2) بأنها مكافئة (ءناماو٣هم)‏ عندما. 


b” — 4ac = 0‏ 3 
ونقول بأنہا ناقصة (ءنامااه) عندما: 
b” — 4ac < 0‏ )4( 
وأنها معادلة زائدة (ء1iاهاممرط)‏ عندما: 
b” — 4ac >0‏ )1.5( 
a 2‏ إن 0 = b” - 44c‏ 
وبالتال فن (1.1) معادلة مكافئة حيث إن : 
أما المعادلة : : 
u‏ ر لك ۹ 
b* - 44 = x ay2 x, y(‏ 
OR‏ 0 > (1) (4)1 - 0= ° 
فهي معادلة ناقصة حيث إن : 
أما المعادلة : )17( 
2ق 2 
ق _ 21 “4e‏ 
ره ` ٩‏ 0 < (1-( 41< ° 


لة :ائدة حیٹ إن : 
فھی معاد و Dif‏ ۰ 
usion Equation)‏ 


سمو 1 1( £ ما لة الانتة 
) ( ْ اد شار ۱ 
)6 ( ة بو اسو ن Eq on)‏ 

(Poisson uati n وسمهی .1 معادلة‎ 


.(Wa‏ اه عل 

' لحدد؟‎ "® Equation) z 

)1.7( معادلة الموج( 5 
وتسمی 


وة وستتعرض 
دیات الغاش ا 
ن آم چ 


(1) تمارین‎ 
u (t, X) ê (Tx : ما إذا كانت الدالة‎ 4 -1 
au u 2 
قت المعادلة : جک = کک‎ 
at ax ا‎ 
u(0, x) = sin (7x) : والشرط الابتدائي‎ 
u(t, 0) = 0 : والشرطين الحدين‎ 


u(t, 1) =0 


2- صنف كلا من المعادلات التالية من حيث كونها مكافئة أو ناقصة أو 


زائدة: 
0 داق ے ق au 9 u‏ 
êx êxay y2 x‏ 
(ب) سک ړ لته 
20-0 2 , 3 
ax + 2 u‏ 2 
() 2 
5z‏ = 2 3- 3 
ˆ بين المناطى و إإ . 
طق في المستوى × التي تكون فيها المعادلة : 
u au au _‏ 
axay ty E‏ 3 


2 أد زائدة أو ناقصة. 


ری ی ر 


Diffusion Equation ادل الانتشار‎ 


2 
11 معا 


= س نحتاج إلى الشرط الإبتداتي: 


والشرطين الحديين عند ة = × وط = × 
u(t, a) = 3 (D‏ 


لإاحظ أن ا معلومة عند النقاط الواقعة على الحدود والمطلوب قيمتها عند 
إيناط الداخلية. لاحظ في هذا الشكل أيضا أن : 


N=4M 22)‏ 
3= ’ کپ 
٠ 03‏ £ ا ا 
a‏ إيعاد الحل العددي بمكننا أن نستعمل التقريب بالفرق المر كزي: 
a e 0‏ الرقت:. : 
أي أن المسألة ابتدائية وحدية في نفس الوقت. دع e a=0‏ . 
Ax u = u(iAt, jA)‏ 
j =0,1,2,..,N‏ وبالفرق المتقدم: 
اة i=0,1,2,...,M‏ ا روہ ے سق (2.5 
Ax= b-a‏ 8 
N‏ 
At = TM‏ وبالتالي فان (1.1) تصبح : 
ا = 
قمة للمتغر. وبالتالي فإن الحل العددي هو حساب ا و 2 ساد م ے زا زا 9 
وآ هي آخر قيمة ال التبم الاتدائية : At Ax‏ 
راي (At‏ و × (آي (jAx‏ کا ا ...- oy‏ ر lo‏ آو: 
u‏ پل 
u‏ ... مرل 10 29 = 1) + 
(j-1 0) ( 1 n 3 8‏ ۳ 2 زر 1+ 2.7 
حیٹ: 
ک)] في الشكل (2.1). م 
)2.8 
ا 0 اظ آن الصيغة )7ر 
رادا e‏ اشتقاقها باستعيال الفرق المتقدم للمشتقة الأول 
٠ 0‏ لطريقة أويلرء وعليه طاق عل (27) رن 


شکل 2۰۲ 5 


مال (2.1) : 
قضيب طوله 1 مترفي درجة حرارة 100 مئوية وضعت نهايتاه فى درجة 
صفر. أوجد درجة الحرارة عند أبعاد 5 و 0.5 و 0.75 من 


حرارة 
الطرف بعد مرور 0.01 و 0.02 و 03. ساعةء علا بأن درجة الحرارة د 
توصف بعادلة الانتشارء وأن معامل الانتشار ۸ يساوی |: 


2 


“u 


نلاحظ هنا أن : Ar=.01‏ 


A» = .5 
r= AVAx? = 0.16 


1- 2r = 0.68 


0.16u,_ 1+ .68u; + 0.16u‏ = = ا 


وبالتالي فإن: ij+1‏ 


ونلاحظ أيضاً أن الحالة الابتدائية والحدية يکن أن تو 


| = 02 0 0 
0 
t= 0 0 1 0 
X=0 x= 25 100 100 0 

X= .5 x= 75 x=1 


لحساب ,بت (آي 01. ا = 
= )00 


t= .01‏ 
وساب رن (أي عند nn,‏ + )100 


26 


وإذا استمررنا في هذه العمليةء نحصل عل الحدول الال : 


() بالا 
بامکان إثبات | 
الاستقرار هو: ن طريقة أویلر (2.7) ذات استقرار مشروط وش ط 
1 > وشر 
A‏ 
=k 3 a‏ 
إذا تود 
غوف )2.9( 
اداي يۇول ر e‏ د*۵ منامبة) فإن | 
ي إلى أن ا ما يؤون الغير ٠‏ وا 
ا تسیا زل انر میں اام 
() باو ت امف ۶ا تؤول ا لی ما لا نہایة إذ 
. د 
٢‏ مکان کیا 
(a+ rA) U;‏ ا يلي (بافتراض ۱ ۱ 
سین E‏ ي لحدية أصفارا) . 
rS‏ 
صفوفة الق ل ١‏ 
ب ۲ ٠‏ ای 2.10 
î 0 Uj‏ وعمود. 
0 3 ب 
ا U;‏ 0 1 2~ 1 
U;‏ 1 2 
1 ت 
واو د ° |^ 2D‏ 
فوفة لر 2 1 : 
٩‏ 0 
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4 التخزين في ذاكرة الحاسب الآلي الرئيسية ل١‏ نستعمل (5, u(1‏ کرمز 
تضح أن : لتوفیر 


1 تغیر رلا حیث إن هذه العملية في هذا المخال تتطلب الأبعاد (11 Xx‏ 500( 
U, = (1+ rA)" U,‏ )2.12 


a i EEE 
| لكي يؤول وا إلى المتجه الصفري يجب أن تكون القيم الذاتية للمصفرفة:‎ 


u0), UNEW(O) J = 1,2, ... 11‏ 
)2.13( فا س اعد رین 1 ب کو رو ن م 
B=1I+rA‏ 


DIMENSION U(11), UNEW(11) 

PI = 3.14159 

أقل من الواحد (لاذا؟) . وهذا يعني أن لجميع FOO = SIN (P1 ° X2) :٨‏ 

قل من 2.14 = GA(X)‏ 

GB(X) = E _P1*PI* X) [1 + r^| 

1 ن عل 0.001 = DT‏ 

تى نظرية جرشجورن 

ذاتة فوفة ۸. بتطبيق نظرية جر 0.1 = DX‏ 

حيث ,۸ هي القيم الذاتية للمصفرفة 4. بط R = DTIDX * DX)‏ 

N = 10 ا‎ 

المصفوفة 4۸ نلاحظ أن: 2.19 ariel‏ 
2 5 |2 + ,۸ 


M = 500 
(2.9 ا‎ 


po 10J =2,N 
x = (J -1)* DX 


10 UG) = FC) 
c 
T =0 3 
U(1) = GA(D) .001, . 4 )2.2( مثال‎ 
2 MB, ... : اعا لحساب ٿا عند‎ 
َ : أکتب برناء‎ 


U(N1) = G GB(D 
wRITE (*, 15) T, (UO), J 7 1N) 
js FORMAT (' T7’ F6.3, 11F10.5) 


po 1001 = 1,M 
T =1" DT 
مر‎ 0 


ا pOo251=2.N‏ 
ا 


30 UG) = UNEW (JD) 
wRITE (*, 15) T, (UOD)’ J=1,N) 
100 CONTINUE ٍ ۰ 
sTOP 2 
پر هنا آن آخر ق‎ 
نلاحظ هنا‎ 


لاحظ أن قيمة ۴۸ في هذا البرنامح هي 


R = .001/(.1) = 1 <05 


وبالتالي فإن النتانحج تنكول مستقرة . اما لوم يتحقق هذا الشرط فإن فيم ل 
ستزداد معدل سريع ويتج حط هي الرنامج بسبب تعدي الأرقام الحد المسح 


به في الجهاز 


تمارین ) 


ف اق وق السكون تم تحريك اللوحة 


ا الشل ارق سان ن 
| کانت عة السائل 
العليا بسرعة 200 وبقيت اللوحة السفلى ساكنة فإذا كات ”ر 
7 الانتشا a‏ فاح مرعة السائل 
u‏ قق معادلة الانتشار عامل ر 2 8 
ن د کے وون کک = × بعد فترة زمنبة ج و 3 د 9 
3 إللوحة اللحركة 


تعقق استقرار 


(2.13) و (2.14) و (2.15): ا 
4 


تى المتاحر: 


4 باستعهال التقريب بالفرف 


3 ~]( = 
3 باشتقاق الصيغة : (I~ rA) U,‏ 13+ 
1..). وذلك معادلة الانتشار حدية 
خیة ا 1و۸ ک) ھا في( )» و حل بقیم 
صفرية . 
5 ين أن صيغة الفرق المتأخر في تمرين (4) ذات استقرار غير مشروط . 
6 حل معادلة الانتشار بمعامل انتشار 1= وشرط ابتدائي : 
u(0, x) = 100 sin (rx)‏ 
شروط حدية صفرية ون د =«۸ t= Û‏ 
وسر وط حدیه صمربه و: = 71 
وذلك عند 1 = ا 


(أ) باستعمال طريقة أويلر. 
(ب) باستعمال طريقة الفرق المتأخر المبينة في تمرين (4) قارن بين الحلين 
مع التعليق . 
(<) اكب برنامجا لحساب فا عند 5 = بطريقة أوبار معا 
At = .01, Ax > 42‏ 
(( اکب راا یاب ا سند 5 = تسیا ریک آفقرق االات 


والقيم2. = Ax‏ ت ا 
و1. = .At‏ (افرض وجود برنامح ؤ 
للمعکوس) . مج فرعي 
113 ۲ ۲ و ا 
ي Poisson Equation Og‏ 
نسم المعادلة, 
۴ ی ر وھ 
ax 7‏ 
ر © وهي معا 
یم دا مزر د من النوع الناقص (ناوفطاع) ويكن حلي 


حدور ات 
٭ منطفة تا فی التو ج ی 0 


mı کے‎ 2 


0.2) u(x, y) = g(x, J) 


لجميع قیم (ر ,×) الواقعة على حدود ۰6 کا في الشكل (3.1). 


۴ 


شکل )3.1( 
العالة الثابته (أي a‏ 
درجة الحرارة لي Oh is‏ 
الناحية الحطبيقية قد تصف ةط الداخلية في 
ا 2 لاحظ أن المعادلة (3.1) تتحقق عند ا 
ا إلدالة (ر ,)ع من العطيات . ات أ 
ر فة 6 إلى م 


إلعرط الحدي e‏ التقريب: 


3: 
e : ولا و‎ ۸× e8 1( حل‎ 
(Ax 1 متطیلات صخدة‎ 
G4) u. x» (x + Ax ¥( - 2 ( 

r ے0‎ [ 

(Ayê u(x : 

y+ Ay) e 2u(x, ۷( 
8) (xy — Ay) 
وڊ‎ 
ry), را‎ = o, 5 


U, = 
2 . . 
So ۹ 


5 


حیت : 


(3.6) ×, = x + iAx 
Yj 7 Yo * jAy 
: نحصل على‎ 
Ay (uj U_ ز1‎ + Ax a * با ر‎ 2(Ax 5 ۸۷ ,ه‎ 
G3.» = AF AY f 
f= Axl Ay وباخڌ‎ 
: نحصل على‎ 
1 
6.8) i [1j * Mı FF (ge, * 
- Ax رگ‎ 
: وئي الحالة الخاصة ا = رھ = × فإن (3.8) تصبح‎ 
1 - hf.) 
G.9) j 2 4 [1j + ز1‎ + ij+1 F j-1 2 
۳ ا‎ a دهي (في حالة 0 = م‎ 
الجادرة ا بي ؟) تعني آن س تساو متوسط قيم نا في الأربع نقط‎ 
ر 2 وهنا‎ 
شم یکا اران وم تع ملو ماو هرید‎ 
ریا ما مله مهتا لاستعال طریتة جاوس - صودل»‎ ٠ فح ا‎ 


مثال (3.1): 
أوجد قيم (۷ ,×)نا عند النقاط الداخلية المبينة في الشكل الآتي: 


علا بان u‏ تحقق معادلة لابلاس (aceاapا)‏ التالية : 


au 


SEA‏ استعمل طريقة 


آي: 1 
]1 + ر" + u,‏ 3 = ر 


رخذ 2 = 1 و1 = ز فإن: 


i” 4 [u ۳ را‎ +٣ اورا + رتا‎ 


رحيث (من المعطيات في هذا المخال) أن 2 = ورلا 


00 1 
فإن [2 + رر + ,1 ۴ [ug,‏ 4 ن 


وبأحذ 3 = 1¡ و1 = ز فإن: 


1 
uy = 7F [a *  * ہیلا ۴ ريلا‎ 


U3, > 1 iı + رولا‎ + 4 


بنفس الطريقة فإن : 


0 


2) 


6G) 


ومنها نحسب الجدول التالي : 


0.75 
1.1875 
1.546875 
1.1875 
2.935 
2.410156 


0.84375 
1.62104 
2.007813 
1.484376 
2.6806 
2.6590 


1.2607 
1.915771 
2.4378 
1.663818 
2.809692 
2.733838 


یدد أكار من الدورات . ویكن إيقاف 


0( للحصول على حل أكثر دقة نحتاج 


الدورات ني حالة تحقيق : )6.10 
<e‏ | 5 


۹ max|u' 
الدقة المطلربه.‎ i . ij 


قف قيمته 
يث » تعني رقم الدورة وء دم 
يدل هي 


اخطي ر9 .3 بطريقة جاوس 


(+0 


6.11 
) 1ں‎ 
j ٤ 


o 


مم يم ېږ ټين ئي ي 


ج 


لاحظ أن هذا النظام الخطي سائد قطرياً وبالتالي فإن تقارب طريقة 
جاوس - سيدل أو طريقة جاکوي مضمون ف هذه الحالة . 


ةَ بواسون اء ما 

اکرو الي عل س 8 

في حدوده الأربعة بما في ذلك عدد 
٥‏ الافقي 

× وعددها ف الاتجاه العمودي "× 

ل لاتجاه الأفقي A‏ وعرضه ف الاتجاه العمودي .B‏ اخ 
لتحقيو الحالة (1.) والعدد الأقص ‏ لار 

حديد الدالة ر 5 في برنا ا a‏ 

:رمج فرعي 


(20, 20( 


DIM Es OF ^A 


20), UN 
EO U (20, VALU 


UN (I,J) =1 

DOSSI=1.N +1 
DO55SJ=1.M +1 
U (1, J) = UN (1.J) 


DO IW IT = 1. MAX 

DO60J =2.M 

DO601 = 2.N 

UN (1.J) = (UN (1= 1.J) +¢ U (Î + 1,3) 

۰ + RSQ * (UN (I. J-1) 

: + U(1.J+ 1)) 

٠ DX *2°F((I-1)* DX. (J -1)* DY)) 

/(2 + 2° RSQ) 

DOMNI=2.N 

DO 0J =2.M 

IF (ABS (UN (1. J) U (1. JJ). GT. EPS) GO TO 80 
CONTINUE 

GO TO 20%, 

DONT = 2N 

DO %0) = 2 

U.) = UN (1. J) 

CONTINUE 

a NO. OF ITERATIONS PERFORMED =° 
WRITE ( 
WRITE |+. ) 


IT -—| 
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0 
80 
9%) 


In 
20 


2 


نمارین (2) 


إذا كانت درجة الحرارة ا تحقق معادلة لاإبلاس» وكانت ثابتة 
نت نابتة عند 


عيط مربع طول ضلعة متر واحد على النحو التالي: 
u =0‏ 
MD‏ 0.0( 
u = 100‏ 
u 0 PA‏ 
چ 
)1.0( 1 6 
0= 
أ 


افد ا 
وجد قيا تقريية لد س 
تقريبية لدرجة الحرارة عند النة 
بالر > وذلل 2 عند النقط الداخلة 
سمء وذلك بحل معادلة لابلا i E‏ 
س بطريقة الفروق المحدودة 


مستعینا ا 

ينا بطريقة جا 

ای ا ا ن ا ای ن 
٤‏ ا 


ب أعد را 
مستبدلا ط رټ 
چ طريقة جاو 
- اعد «أ» ولک . س - سيدل بطريقة جا 
2 کت داكن بحل النظام الخطي بطريقة الحز ی 
ب برناجا للم ي بت ريمه ف لا 
جد صيغة | للقيام بالحسابات فی وأ وس . 
خط في التقریب (و. ی e.‏ 
4 
7 س | “م 
یٹ لمشو ax‏ 3 
) امشتقة الر جس 48 j‏ 
)( ٍ عند نقطة غير 
و ير حددة 


34 0.4( 
Ej‏ 0.0( 
علا بان : ہے + یی کپ ق 
êx ay y‏ 
u)0, y) = ux, 0) = 0‏ 
u(x, 4) = 16x‏ ر ر0 
أ 1 = Ax‏ و2 2= Ay‏ 
ِ 2 2 قارن بین هذا | 
o‏ ر = (ر ,)ن تحقق الحل المطلوب وقارن بين هذا الحل 


(ب) بان 


2 : ن ولاذا؟ 
والقيم التقريبية في (): هل یتساوی الحلان ود 


ي 


Wave Equation معادلة الموجة‎ 1 4 


بالإمکان حل معادلة الموجة: )4.1( 
KC EE‏ 
at 1 3 f(t, x)‏ 
I‏ )4.2( 
.ر ف الشرطين 9 
ذلك عند توفر الشر (4.3) 
u(0, Xx) = +(x)‏ 
u‏ _ _ 
)( ل ڪڪ et (0, x)‏ )44( 
ا اد : )5( 
9( رچ = 0 ی 
2 < ۰9 بی این ااج 


الدرطين 


العادلة - € 9 ر 


الطبيعة. فمثلا إذا كان لدينا سلك كثافته م وتحت تأثير شد ١‏ فإن (× ,)س 
تصف في هذه الحالة تموجات السلك حيث : 

(4.6) 2= Th 

قشل مربع سرعة انتقال الموجة. لاحظ أن (×) تمشل وضعية السلك فى 
البداية وأن (×)ا تمثل السرعة الابتدائية في الاتجاه العمودي (أی .(x‏ 1 

٠ 0 5 ۰. O: < Y 

إيجاد تقريب للحل» نستعمل الفروق ١‏ زية 41) ل 

لمركزية في (4.1) لنحصل على : 


٤ f 
_ لا + 2 - ر س) گے‎ 
(4.7) 2 (Uj 7 2uj + 1; (زو_‎ Ax (Uij+1 j 


: وا نحصل عل‎ 
2 
(+ ۵ زگ‎ 
~ (1 = ( 2. ¬ j (U, F j-1 
(4.8( Uir1j (1 = P) 2Ui 1j j 
= o 
(4.9) oT ل‎ 
1 أي‎ ۴ 2 A۶ ct 
(4.10) ٠ كىي‎ 
U;-1j + ۵ fi 
+ Uj-1 ۳ 
اي علاتة و کو‎ 
(4.11) 2 قا ی ۶ یکن (عندما 0 ے‎ 


(fz‏ التعبير 


مثال (4.1) : 


أوجد قیم ٠,‏ بأخذ 1 = ۲ (أي ×۸ = ۲٩ء)‏ 
عل بأن 0 = f(%, y)‏ 


Ax =1, € = 10, u(0, x) = x (10 — x) 
3 


u(t, €) = u(t, 0) = و‎ (0, ×) =0 


نلاحظ اول أن لتطبيق (4.11) تلزم معرفة قيم رن وهذه يكن الحصول 


ع يھا من التقريب : 

0 

0 (0, x) نة‎ u(At, ×) . u(0, x) 
At 
فان ا‎ du 
mm (0. (٭×‎ = 0 
At ا‎ 
وبا ان‎ 


راء م أسفل إلى أعلى): 
التالی بمكننا وضع الل ني الحدول التالي (ابتد من 
وا 


0 e0 2a ta ت چ‎ ea ج‎ 


po 
5*7" o0 ©0 ©00©0©o©ooo 


ريكن تثيل هذه التتائج بيانياً في الشكل (4.1) . 


نلاحظ أن و ê‏ 
۵ یم را (إذا قمنا ہے 1 اا“ ا 
بن ور : ب هذه القيم عند فترات زمنية أك 
+ (4.7) هو: يعرف بالذبذبةء وإذا كانت 0 = ع فإن إل لاق 
ا ۸ 
9 چ ۵0 - ہم تی 1 ے 
ذلك لان : 12 ej‏ )4.12( 
A 2 (t,*)‏ 
êt‏ 2 ز1 ا نا+ ے u‏ ھچ ۵13 
At +‏ . 
(t 5‏ ا اذا 2u, ۳ j-1‏ — 
8 ےو ساف لے م 
إن o2 Ax‏ 4.14 


فإن: 


u‏ 6ے لھ اق 4 اچ 
ax 7 6 a‏ 


بافتراض وجود هذه المشتقات. يتضح من (4.13) و(4.14) و(16.) 


استنتاج (4.12) . ومنہا يتضح أيضا أن: 
e = 0‏ عندما Ax =cAt‏ )4.17( 
نلاحظ أيضاً أن شرط الاستقرار في (4.8) هو: 


cAUAx <1 


e 8 :‏ ل4 
1 الجحدول التالى يبين قيم نا عند 0 = ١‏ وا۸ = السلك مهازطر 


وحدات . 


د 3 قي : ٤‏ ف یک فيم 
rl‏ جاك باح 


ا a:‏ بين ج ٣‏ 

قزار أل العددي بالفروف المركزيه . 

یتحمی 

ختلفة ۸٤‏ على البیانات 5 
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(4.16) E 


t=O0 0 0 0 1 0 0‏ 
3 بن أن الدالة: u(t, x) = sin(rx) cos (Tt)‏ 
نحق المعادلة الموجية : e‏ ے u‏ 
E ax‏ 
والشرطين الحديين : 0 = )1 u(t, 0) = u(t,‏ 
والشرطين الابتدائين : 
0= ق 
(0,x)‏ 3 
حل هذه المسألة مستعماا ا = جم ر ا e‏ 
الحل العددي ع لحل الین أغت. ۵ بقيم ختلفة وقارن 
استعمل أيضاً يم At‏ 


وAx‏ جت ی ئ Axz>‏ 


غوذج امتحان شامل 


الحجزء الثاني 
(الزمن: ساعتان) 
س (1) : أوجد القيم الذاتية ( فة | : 
5 8 


س (2) : استعمل طريقة القوى (دورتين فقط) لإيجاد قيمة تقريية ذاية 
للمصفوفة في س (1) مبتدئا بالقيمة الابتدائية للمتجه الذاقي 


1 
| 
س () : أكتب برناعاً لحساب ل عند 2 = × من المسألة الابتدائية : 
Y' + y = sin (x), y(0) = 0, y'(0) =1‏ 


وذلك بطريقة أويلر مع 0.1 = ط. 


3xy = 0‏ +" 
ة القيمة الحدية: 
س (4) : حل مسالة القيمة الحدية 1 = )1( ,0= 0 


از ے =ط. 
بطريقة الفروق المركزية مع أخذ 3 
س (5) ا ا Ch x, (0, Yı)» (h, y,)‏ 


برنامج لتكوين العفو 10 
x 3x‏ 


1 ٤ 
س (7) ا ا ت ا لحساب‎ 
9× ا من المعادلة قى _ ل_‎ 
u(0,x) 9x 3 ے‎ 073 
u(t,0) = 0 
u(t,1) = 9 
د ای ا س کک ا‎ 
200 3 3 


هل حقق الاستقرار عندما توول ۽ پل ده نی النقرة رای ۽ 


ملق (1) 
طول الإختبارات 


نموذج اختبار 1 (الجزء الأول) 


ا 


الزمن : 1:30 (ساعة ونصف) 


نن أن الفترة (0.2 ,0,1) تحتوي على جذر للمعادلة 0 = 7 - 1 


الإجابة: 
f(.1) = 10-7 =3 f(2) = 5-7 = “2‏ 7- = )£ 


e‏ دالةمستمرة و ٨).2(‏ (۴).1 قيمة سالبةء فلا بد أن يقع 
جار في الفترة (2. ,1.) , 


ا ا 
سمل دورتين في طريقة التنصيف لساب جذر المعادلة فى وأ» 
استعال الفترة الابتدائية (0.2 ,0.1). 2 


الإجابة: 


15. = 22 + 1) = و 


4 = =7 1 
کت کے 
f= 15 ٣‏ 
کے کے کے کل 
ا 2 2 C7‏ 


i 0‏ ا ب جذر المعادلة لي 
ال دورة واحده طريفه الوصح اا ۴ ۴ 
El AY SNES‏ 
«رت» مستعملا اسه اد 2 


)31( 7 (وة بے a - (a)‏ = ° 
الإاجابة : f(b) UE RTT‏ 
1.06 = 06 +31 
ن الخاطی؛ 
زطريقة الوصح 


المرفق دورتین 


ن عل ارجم 


R8‏ چ .ا و 
f(b) = f(a) ٤ ST a 2‏ 
د 3 2 
E A‏ ¬ ۾ = 
b, +a, b +a‏ 


= (a, b, + 7)/ (a, + Db) 


ج استخدم العلاقة في «ب» لي كتابة برنامج لحساب وطباعة > من 1 = ¡ 
ال 10 < ا مدنا بالقيم 2 > ره و تم 
(لاحظ أن و ر 


1+1 
A =2 
B =3 
DO 101 = 1,10 
C = (A ° B + 7) (A + B) 
WRITE (°, *)C 
A=B 
B=C 
10 CONTINUE 
STOP 
END 


ی 4 


بون 
ا ۳ الرضق ما إذا كانت طريقة التقططة الابحة ()ع = ر 
IS‏ تؤدي إلى تقارب نحو أحد جذري المعادلة (K)ع‏ = × بالقيمة 


5 


el 
/ 4 
ا‎ 


المطلوب. 


لتقارت 
۴ إن الط يقة لا تؤدي إلى التقار 


اة قط ( = 
وت # وحتاني دورة وا وج 2 = 9/4 = 2% 5 * 0 

ں۴ الذي 2 

Cr‏ ارا 

ION SROOT 7‏ بطبع إن“ 

أكتب الرنامج الفرعي ۾. في حالة ۸ کا 
ت 1 الموجب ٠“‏ - ا 
الحذ ا ن شت یو 


الزمن )1:30( (ساعة ون > ( 


ةَ ت التالية : 
أ, ‏ اخستاوورة وآ جة بطريقة جاوس - سيدل لحل المعادلات التال 
3x +y+2Zz—-1 =0‏ 

x - 2y - 1 =0 


2y + 32-2 =0‏ 
افنرض القيم الابتدائية 0 


ا 
الحل: 3 = 2(3 - ر ۔ 1) ے × 
3 - = 1/2 ں) ے ر 
8/9 > 22+ 2) = 3ر2 ۔ ےم ے ر 
کک #تحقق التقارب في أي عندما یزداد عدد الدورات؟ لاز 
الحل: 
نعم والسبب أن التظام سائد قطرياًء أي , 
ا1 + 1 7 = al‏ 
ا1 < 21| = اھا 
P2‏ 7 = اوھ 


أ- حل المعادلات التالية بطريقة الحذف جاوس : 


5, + x + 2, = 3 
3, + x, + 2x, =1 
¥, + 2x + 3x, = - 2 

31 2 3 < 1 2 1 

ع eT‏ 4 0 بے 1 2 ] 3 

1 

: 3 0 1B 26 =76 
4 2 3 
E < 8 
8 8| > k3 >1. x = )-.8 + 8/4 = 

0 = 8(/.4. 1 1- ق 0 


1 *, = )3 - 2 )-1( -1 )0((/5 = | 


UB ٤ 
س _ اکتب برناجا فرعیا و‎ 
حد التجه × بحل النظام 8 : أصفا).‎ 
8 ا ویم شاا مرها التي فوق القطر‎ ٤ 
ROI ca ی‎ 
Xa, 0 (A,B, 
DO 10 A01, Û J BN), XN) 
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أ إذا كان عدد الطلبة في سنة 1984 هو 17,000 وفي سنة 1987 هو 19400 
فقدّر عدد الطلبة في سنة 1988 باستعمال الاستكمال الخطي . 


( 1700 — 19400 000 ) 
الجا : (1984 - 1988 + 17000 = )1988( 
لحل 1984 — 1987 
0 = 3200 + 17000 = )4( 2 + 17000 = 
ب أوجد متعددة الحدود من الدرجة الثاية التي تلتقي مع الدالة 
( اھ = (٭)۴ عند 0 = چ و 1 = × وت = 
x y=sinx Ay ۵y‏ 
2- 1 0 0 
l2 1 -1‏ 
0 
Tr‏ 
(2 - 2 
k۴‏ کے وھ 
p() =0+ 2 (x-0( 2(2)‏ 
x(x 7 <(‏ 2 ے2 
اکب x r‏ 2 => 


نا 

برناجاً لتقدیر عدو ایی 

ن في سنة من | ١‏ 

e‏ عدد السكان في الستوات ال نوات (يتم إدخاها) 


ei‏ و ث الماضية (أيضاً يتم إدخحاها) 
DIMENSION xO), ¥(2)‏ 
01=1,2 
ا 0 Do 1 ¢, XD, ¥OD‏ 10 
Ea y(1)) * PF x(1)) + (¥‏ 
ge RO or XN‏ 
wRITE (°, °) XP, YP‏ 
sTOP‏ 
END‏ 
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نموذج امتحان شامل مع الإجأبة | 2= × 


(الحزء الأاول) إ 
f) = 2)11/8(” - 3 = 121/32 - 3 = 2 :‏ 


(المجموع = 40 نقطة) 
د أكتب برنااً لحساب 10 دورات بطريقة نيوتن مبتدثاً بالقيمة 2 = × 


لحل المعادلة 0 = 3 - ×2 
ص 1: 
(نقطتان) 
X =2‏ 


قمة تقر يبية للجذ لة 0= 3- 2%. 
اوجد فيم ریه بتر ایی 1,10 = 201 DO‏ 
بطريقة التنصيف مبتدثا بالفترة [2 ,1] وحساب دورتين فقط. i e‏ 
8 
الحل: 
f(1.5 2‏ و 3 8 
3 ج =3- (2)1.5 = (5. 
Wed f(b‏ 
8-3=5 = (۴)2 = ۴)۵ 2 ا+ڌل حي ا احسب دورة واحدة لحل المعادلا 
E.‏ 2 ّ ° ت التالة ت 
دوزت > 2 من 0 = لر = × دت التالية بطريقة جاوس - سيدل ابتداء 
ت واحلة٠‏ 
ات [12] وسا (نقطتان) 
َة الو الخاطیء میت ٠‏ رنقطان) 
ب ت 1= +y‏ 3 
- 1 2= 2 
الحل: x + 1 " a) ~a‏ 
eg 8 e 2 > ee 7‏ 
€ ^ )-(-5 روه <3“ کے 23 _ »2 
ہو > 18-3 ب © ag Tg‏ 
ّ ج واحلة ٠‏ : م التقارب نحو الل ز 1 
چ واب ر e‏ ل ۰۶ عندما یزداد عدد الدورات؟ لازام 
ر بقة نيوتن © 2> ر 
ف os r‏ ۳ ن العادلات ساسع س 
حل 8= 
y1‏ 


اكتب البرنامج الفرعي : 
SUBROUTINE ELEMI (A, B, N)‏ 
الذي يقوم بالتعديلات اللازمة في المصفوفة المربعة ۸ والمتجه 8 وذلك 
للتخلص من × في جميع المعادلات (ما عدا المعادلة الأولى) في النظام الخطي 
دة اتکرن من 8 معاد الترشی آ8 ۵ة 
(5 نقاط) 
SUBROUTINE ELEMI (A, B, N)‏ 


DIMENSION A(N, N), B(N) 
DO101=2,N 


T= -A(L1VA(1, 1) 
DO20J=2,N 
ALJ) = A, D) + T* A a.) 
B(D = B() + T* B(1) 
RETURN 
END 


-((1. 1.6-1.8) (1.6-1.5 
(2.-) (1) _ ) ) ) ( = )1.6( € 
(1.-( (2.( (1.7-1.8( (1.7-1.5( 
-)(1. 1.6-17( (6-1.5. 
DD‏ ( )1.*( 8 ) () 1( = )1.6,€ 
3 (1.( (3.( )1.6-1.7( (1.8-1.5( 
و 0 د 2 ق + 23 = گ - 8.1 + 8 = )1.6( 


= 72 


إذا کانت |(۴۳)۸| لا تزيد عن 2 فى الفترة ٣‏ أ 
u‏ تزيد عن 2 في الفترة [1.8 ,1.5] فأوجد حدا أعلى للخطا 


(4 نقاط) 


۴)5 - × ( )» = ×( (و× = ٭)‎ 
f) ~ p(0| 5 —— — (x > xo) 


Z2 |6 - 15( )1.6 - 1.7( )1-6 ¬ 18‏ ے 
067 _ 002 1ے 
7 = )0)0 4 > 
۱ 
س 
فيمة 1 
ا تقريبية للتكامل جى تير ” بطريقة لك باستعال 
(حیٹ م 5 8 د يغه سمسن وذلك باس 
تقسيات فترة التكامل) . 
5ے 
273+ 4(5 + 1( ا 


الجزء الثاني 

E ا‎ 

ب _ ما هو الخطأً قي التقريب المتحصل عليه في «أ» اختبار غوذجي (1) على الفصل السادس 
٤‏ (نة طتان) = 


2 1 
ا‎ x dk = 


١‏ تعتبر طريقة أويلر ذات استقرار مشر وط ی 
ی ر عال الوق وین خی طروت اق المنحرف مستقرة بدون 
(3 نقاط) 
التكامل إلى ۵ 


1 2 ن مع تقسيم فترة a‏ ا 
زا کان الخطاً في تقريب تكامل بطريقة a‏ 2 استعمل طريقة أويلر المعدلة لتقدير لإ عند 1. = × من 1 (0)ر والمعاد 


فش 1= yy‏ استخدم 4 عشرية في الحساب) . 
فترة هو 0032. فقدر ) aa‏ 2 ت 


5 .1( il1 
Pp, = Yo + BP f(xo, Yo) 51 * CD = 1.1 ا مقدا )آي‎ 
23 ٣ 1 ږ فن قى هذه الحالة يتقلص ؟ د‎ 
ن الخطاً يتناسب مع ۸ . 2 الفترات هر: 9 + +1 =| +1 ا + 1= ر‎ 
ا ان م الا باستعال 27 من ا4‎ 
=1 + ).05( )1.909( = 5 -0032 وبالتالي فإن الخطأً الناتج ؛‎ 
نقاط)‎ 5( : 16 = .0002 
کی ا‎ 
ی ی وو ا‎ 
ق )ر ولحل بعطريقة أويلر وذلك عند 1=× وقيم محتلفة لمقدار‎ 
, ال ا وة 1 بحيڻ‎ 
: F(1 
h=1 ا 8 ا‎ e 
2*3 ° 100 
نقاط)‎ 7( 
Y =1 
. DO 1001 = 1, 100 
H = 1.0/1 
DO20K =1,1 
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ا جلا و 
E 0 Y=Y-H’Y‏ 
Eu HE WRITE (*, *) Y, EXP (-1)‏ 0 
=y hy y+ N o 100 CONTINUE‏ 
EE END‏ 
ا بالقارنة مع متسلسلة تايلور فإن الخطأ في هذه الصيغة هر (0)1 
0b -4‏ استعمل طريقة رانج كرتا لحساب لاء علا بأن: € ي هؤ 


yJ =4 x =0,y, =0,h = 0.2 
k, =0 
k, ¬ (.2) (4(0.1)) = .0008 
k = (.2( (4(0.1)) = .0008 
‰4 = (.2( (4(2) = 0064 


= g (4. 0008) + .0064] 


کچ 2 


= ]0096.[ 
0016. =[ و تفاط 


لاحل الصحبح *“ 
ر مساوية 
انح کوتا قم 
يقة راج 
4- (ب) لاذا تعطي طر ر ۾ نقاط) 
حل المعادلة 4x?‏ ) 


i‏ ن الطريقة 
ڀقة رانج کوتا؛ تة تي 


برل م > ال بطر ی آذ ہے رل کا 
عند حل المعاد . للتكامل»؛ دا . إرررجة اكا 
تکایء طريقة سن ر نامل متعددة الحدود ت 
نتا ص حبحة عند 
ي السۋال. 


الوضعي في 


۽ _ اوجد مرتبة e‏ 


نموذج اختبار «2» الجزء الثاني 
الزمن : 1:30 (ساعة ونصف) 


٠‏ المسألة الحدية 
ة تقريبية (۷)0.5 من = xy‏ +" 
أوجد قيمة تقريبية (0.5) 2 = xy = 1, y)0( = 0. y)1(‏ + "ر 


(h = 0.5) a 
0.5( باستعال طريقة الفروق المنتهية‎ 


1 
Gy b(D - 
(5) 2y).5( + y)0([ + )0.5( )y)5( 
42 - (= 1 
[ 2y (.5( + 0| + 5y ( الإجابة : ر5‎ 
5y ).5( = [ 


ز5 )ر جد 7 = (5. )7.5۷ 
2 = (۷).5 


ره نقاط) 
¿ زل ألة الحدية 
ر ت رة ۸ بیت يکو = \xy‏ + ¥ ی 
أوجد قيمة تقريب 0 = (0) 0y‏ = ا 
Y1) =0‏ ل ططريقة الفروق 
وذلك باستعا 4 
ل غو شانري» 


2 
(.5( 
2 + 
C+ YO] + ۸ ( ر5‎ h = 0.5 
4 AY C5) < ¥(.5( = 0 
( 565) 
o) e 0 
(ha: 4ا‎ 
4 * ۸2| 6 
AU 
ا س ا‎ 
۱ 


yv" = (x.y. Y') 
y)0) = 0. 2 : ألة الحدية‎ 
y)1( = 2 لحل المسألة الحدية‎ 3 
۳ أعطت المحاولة 1 = (0)'ر النتيجة 3 = (1)ل,‎ 
بطريقة التصويب. أعطت : إ. ماهى قيمة (0) "ر‎ 
لت المحاولة الثانية 2 = (0)ر التتيجة 5 = (ا)ر. ا‎ 
ج‎ 3 1 
في المحاولة الثالثة بطريقة القاطع؟‎ 
y)0( = y= 1 + )2 - 3)1 = 27 )3 > 5( ر‎ 
الأخاة : و‎ 
=| - 1/2 = 5 0 


(4 نقاط) 


چ فإن متوسط د 
- إا كان ,لا هو المحجه الابتدائي وکان AU,‏ = ,لا فان متو : e‏ 
عتناصر اجه U,‏ إلى عناصر التجہ U,‏ تؤول إلى أكر قيمة ذاتية 
للمصفوفة 4 عندما تسعبى ا إل ما لا نهاية . 


اکت برناعاً فرعا اه الطريقة مستعمد ڪا أقصی من الدورات MAX‏ 
ورقم اختار التقارب ۲۶ع 


E POWER (A. N. AVE. UIN. U. MAX. LPS! 


SUBROUTIN 
N. N). UIN (N). U(N) 


DIMENSION A ( 


pO 20J =1- 


N 
sUM = SUM + A (1.J) * UIN OJ) 


DO 301 = 1.N 
SsRAT + u(1»/ UIN (0 


AVE = SRAT/N 
IF (ABS (AVE- O 
OLD = AVE 

DO M1 = 1.N 


LD). LT. EPS) RETURN 


40 UIN(D) = U(D) 

100 CONTINUE 
RETURN 
END 

(8 نقاط) 


5 أوجد علاقة خحطية بين الضغط ۴ ودرجة الحرارة 1 من البيانات التالية : 


T 
y = p — 10 y = by + b, x 
2 2y 
ج‎ 
x Xx b, Z>xy 
3 
0 bo 18 
0 > 
0 b, 130 
ی = 18/3 = ر۵‎ 
b, = 130/200 = 0 
P >10 = 64 13 
(T ¬ 280) = AT - 182 + 6 
p> 1 
20 "~6 
ر6 نقاط)‎ 


6 لمشيل البيانات (:۷ ,×) على الصورة: 


p(x) = a, + a, (x ¬ X ) + a, (x — ¥ ) 


حيث # هو متوسط قيم × أوجد ,ة بدلالة النقط إلا ,,×). 


m 0 Z8, 1 a ZY 
0 Ig 0 a = | 8 
Hg 6 3E به‎ Dye, 
82 ر28‎ : 
Zy(x = ٭×‎ ( 
کے کے ر‎ 
,۾ ج‎ Sa] 
نقاط)‎ 4( 


: 


نموذج امتحان شامل للجزء الثاني 


٠ 7/13 
V,= 
1 


(الزمن : ساعتان) 14 
ا ي 7/13 5 2 
U = ِ 13 8 13 :‏ 
E‏ ع کو وو | ل 5 8ا 
س (1) : أوجد القيم الذاتية للمصفرفة : ا 13 13 
8 4 
E‏ 
ج( 40 - )۸ - 5) )۸ - 2) = e‏ (6 درجات) 
+ 10-77% = : أكتب برناعاً 
e E‏ س( : أكتب برناجاً لحساب و عند 2 = × من المسالة الابتدائية 
7۸ - ۸= ت , 
۸-30 1 = (0)'ر ,0 = (0)و , (×) می = پر + "ر 
0= )10 — )3+ ^( 3 واک بطریقة آریار مع 1 0= و 
(3 . 
و الذاتىة 10 و3 
القيم الذاتية هي ر5 درجات) 
و اقر ية دات 0.1= H‏ 
ؤةط) لااد في 
َ ا (دورتان  )‏ اد 0= Y‏ 
ا طريقة القوى .- اه الذاقي 
س (2) : استعمل مدنا بالقيمة الابعدائية للت 1.20 = Do ı001‏ 
فة في س ( DO 100 U‏ 
Y =¥ _ Y¥(‏ 
امقر 1 N‏ . 
U =U H‏ 
x=x+H, Y 2‏ 
wRITE (+ )* Us 5‏ 100 
sTOP 8 e‏ 
END (4‏ 
مسالة إو 
لقيمة الحريح 2 (6 درڃات) 
3¥ 4 
1 
ال ر 


ج (4) 1 Ya 7 2Y, * Yo‏ 
0= ,| ]3+ 
: ) د[ )12 
yy 7 2Y2 ۳Y, 2‏ 
= 33+ 
٤ ]# 0‏ )13( 
17- 
Y, 0‏ 9 
چ 6- 9 
Y2 -9‏ 
9 0 
1- 9- 
E‏ | 81 ل | = 
Y= | 153‏ 191 9 
191 191 6- 9 
ر6 درجات) 
۔ ے للنقط : 
ى الصغرى 
| جد ميل خط المربعات e‏ 
۽ اک Thy‏ 
س )5( (را JY), (h,‏ ,0( ,0 0 3 
رو + بر + ول ک 
5( 
ج( hyo 4+ hy,‏ 
الصغخرى “ 
حط المربعات 
ميل 
نامج لتکوین 
إا من ل ے 
i‏ اکب جر 
س( 
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يفا تن الم قر من 1 إل 16 وال كم راي 


: البرنامج‎ 
DIMENSION X(10), (3,3) (6 
READ (°, *) (X(1),1 = 1,10) ج(‎ 
DO201 =1,3 
DO 0J =1,3 
S(1,J) =0 
IF (I. EQ. 1. AND. J. EQ. 1) S(l, J) = 10 
IF (I + J. GT.2) THEN 
DO 40K = 1,10 
gs). J) = S(1,J) + X(K) °° (1 +31 >2) 
ENDIF 
CONTINUE 
20 CONTINUE 
درجات)‎ 6( 
ار ا‎ : )7( 
سمل طريقة أوبلر مع أخز ج و د‎ 
200 ب لا من المعادلة‎ 


u9 


u9 


2/20 


صلحق (2) 


الخطأ المعللق 
نظام حسابي (خوارزمية) 
نفریب 


مصفوفة أحادية (أطروحة) 


Absolute error 
Algorithm 
Approximation 
Array 
Augmented matrıx 
Back-substitution 
Backward difference 
Best approximation 
Binomial expansion 
Bisection method 
Boundary conditions 


Boundary-value problem 


Central difference 


Characteristic polynomial 


Characteristic value 


Characteristic vector 


معادلة الانتشار 
الفرق المقسوم 
قيمة ذاتية 
متجه ذاتقي 
حذف 
معأدلة نأقصة 
طا 
المعيار الافليدي 
طريقة أويلر 
الحل الصحيح (المضبوط) 
الاس 
طريقة أويلر الموسعة 
استکال خارجي 
مضروب 
مؤثر الفروق أ ر 
طريقة النقطة الثابتة 
صيغة 
ا وجوردان 
طريقة الحذف لحاوس 
اطا الكل 
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Convergence 
Corrector formula 
Derivative 
Determinant of a matrix 
Diagonally dominant matrix 
Diagonal matrix 
Difference equation 
Differential equation 
Diffusion equation 
Discrete data 
Divided difference 
Eigen value 
Eigen vector 
Elimination 
Elliptic equation 
Error 
Euclidean norm 
Euler's method 
Exact solution 


Explicit method 
Exponent 


مصفوفة الوحدة 
مصفوفة سيئة (معتلة) 
زيادة 

معیار ما لا نہابة 

شرط ابتدائي 

مسألة القيمة الابتداثية 
تکامل 

استکال 

معكوس مصفوفة 
طريقة قوی المعكوس 
دورة (محسينة) 
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Identity matrix 
Hi-conditioned matrix 
Implicit method 

Increment 
Infinity norm 
Initial condition 
Initial-value problem 
Integration 
Interpolation 
Inverse of a matrix 
Inverse Power method 
Iteration 
Least-squares method 
Linear interpolation 
Linear system 
Local truncation erFOF 
Lower-triangula matrix 
Matrix 
Maximum norm 
Mean-value theorem 
Method of False position 
1 method 


مۆثر 
رتبة (مرتبة) 
دوال متعامدة 
متجهات متعامدة 
معادلة مكافئة 
معادلة. تفاضلية جزئية 
عنصر الار تکاز 
متعددة حدود (حدودية) 
طريقة القوى 
زاوی ية نصف قطرية 


طريقة رتشاردسن بالاستکال الخارجي 
جذر معادلة 
خط التقريب 
صف 
طريقة رانج - كوتا 
طريقة القاطع 
متسلسلة 
طر يقة التصويب 
طريقة الخطوة الواحدة 
نصف القطر الطيفي لمصفوفة 
استقرار 
حطوة 
دایل سفلي 
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Operator 

Order 

Orthogonal functions 
Orthogonal vectors 
Parabola 

Parabolic equation 

Partial differential equation 
Pivot element 

Pivoting 

Polynomial 

Power method 

Predictor formula 
Predictor-corrector method 
Radian 

Rate of convergence 

Region of stability 
Regula-Falsi method 
Relative error 

Richardson's extrapolation method 
Root of an equation 
Round-off error 

Row 

Runge-kutta method 

Secant method 

Series 

Shooting method 

men's method 
inelextep method 


Meteal radi 
1 اال‎ ofa م‎ 
Stability matrix 


ep 
Subucripy 


۳ 


دلیل فوني (علوي) 
نظام معادلات 
مصفرفة متاثلة 
متىلىلة تايلور 
معادلة اختبار 
برط تاح 
رقم تسامح 
طربقة شبه انحرف 
مصفوفة ذات أقطار ثلاثة 
حل تافه 
خطأ الصيغة 
طريقة مستقرة بدون شرط 
طريقة غر مستفرة 


Superscript 
System of equations 
Symmetric Ai 
Taylor’s series 
Test equation 
Tolerance condition 
Tolerance number 
Trapezoidal method 
Tridiagonal matrix 
Triangular matrix 
Trivial solution 
Truncation €rTOr 
Unconditionally stable method 
Unstable method 
Upper-triangular matrix 
Vandermonde matrix 
Vector 


Vector norm 
ation 


ave eq 
0 le method 


Weakly stab 


tion 
f a func 
Zero O 
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